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Abstrakt
Elipticke´ krˇivky jsou ned´ılnou soucˇa´st´ı novodobe´ matematiky a nacha´zej´ı uplatneˇn´ı ze-
jme´na v kryptografii. Pra´ce se veˇnuje vizualizaci elipticky´ch krˇivek a grupove´ operace nad
nimi v rea´lne´ rovineˇ a na´sledneˇ na toru. V u´vodn´ı cˇa´sti se proto zameˇrˇ´ıme na analy´zu
elipticky´ch krˇivek nad polem rea´lny´ch cˇ´ısel a prˇedevsˇ´ım nad poli prvocˇ´ıselny´mi. Du˚raz
je kladen na graficke´ zna´zorneˇn´ı prob´ırane´ problematiky, stejneˇ take´ na experimenta´ln´ı
vy´sledky v oblasti diskre´tn´ıch elipticky´ch krˇivek. Prˇedmeˇtem za´jmu v dalˇs´ı cˇa´sti pra´ce
je topologie, pr˚uzkum zobrazen´ı mezi topologicky´mi prostory a na´sledne´ zaveden´ı pojmu
hladke´ variety. Odvod´ıme vhodna´ zobrazen´ı, ktera´ umozˇnˇuj´ı prˇenos geometricky´ch ob-
jekt˚u z rea´lne´ roviny na torus. Na za´kladeˇ zmı´neˇny´ch zobrazen´ı pracuje software vyvinuty´
specia´lneˇ pro u´cˇely vizualizace elipticky´ch krˇivek na toru.
Abstract
Elliptic curves are an essential part of modern mathematics and play an important role
especially in cryptography. The bachelor work focuses on the visualization elliptic curves
and group operation in real plane and torus. In the first chapter we will introduce elliptic
curves over field of real numbers and above all over prime fields. In order to describe the
problematics rigorously the graphical outputs and also the experimental results in the field
of discrete elliptic curves will be mentioned. In the next section we will pay a particular
attention to topology, functions between topological spaces and to the introduction of
the concept of smooth manifold. We will search the suitable functions which can transfer
geometrical objects from the real plane onto torus. A software specifically developed
for transfering the elliptic curves onto the torus works on the basis of aforementioned
functions.
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1 U´vod a metodika bakala´rˇske´ pra´ce
U´vodem bych se ra´d zmı´nil o motivac´ıch a na´padech, ktere´ vedly ke vzniku pra´ce s na´zvem
Transfer elipticky´ch krˇivek na torus. V prvn´ı rˇadeˇ stoj´ı za´jem o elipticke´ krˇivky, ktere´ jsou
nejen hojneˇ vyuzˇ´ıva´ny v kryptosyste´mech, ale i d˚ulezˇitou soucˇa´st´ı matematicke´ teorie.
Velka´ Ferma´tova veˇta dlouho odola´vala pokus˚um o jej´ı d˚ukaz. Azˇ v roce 1994 prˇiˇsel
Andrew Wiles s velmi rozsa´hly´m d˚ukazem, ve ktere´m vyuzˇ´ıva´ pra´veˇ elipticke´ krˇivky.
V ra´mci d˚ukazu se mu podarˇilo doka´zat Tanijamovu-Sˇimurovu-Weilovu domneˇnku1, ktera´
ztotozˇnˇuje elipticke´ krˇivky a modula´rn´ı formy.
Zameˇrˇ´ıme se vsˇak na popsa´n´ı elipticky´ch krˇivek jak z hlediska geometrie, teorie grup,
tak take´ uvedeme neˇktere´ kryptograficke´ souvislosti. Beˇhem zpracova´n´ı elipticky´ch krˇivek
nad konecˇny´mi poli vznika´ potrˇeba zave´st novy´, obecneˇjˇs´ı pojem semi-elipticke´2 krˇivky
prˇedevsˇ´ım z d˚uvod˚u vizualizace a prˇesneˇjˇs´ıho vyjadrˇova´n´ı.
Za u´cˇelem prozkouma´n´ı mnozˇiny vsˇech semi-elipticky´ch krˇivekM(Fp) vznika´ program
ElCOFF, ktery´ umozˇnˇuje zna´zornˇen´ı jednotlivy´ch semi-elipticky´ch krˇivek nad prvocˇ´ısel-
ny´mi poli Fp, analy´zuM(Fp) nad Fp a dalˇs´ı. Z experimenta´ln´ıch vy´sledk˚u vznika´ neˇkolik
veˇt (4.1), (4.2), nejzaj´ımaveˇjˇs´ı je vsˇak hypote´za (4.1) o symetrii semi-elipticky´ch krˇivek.
Znacˇna´ cˇa´st pra´ce je veˇnova´na geometrii a topologii. Postupneˇ rozvineme teorii topo-
logicky´ch prostor˚u, vcˇetneˇ definice homeomorfismu a vlastnost´ı takove´ho zobrazen´ı. Po-
kracˇujeme teori´ı homotopi´ı, neboli studia deformac´ı oblouk˚u v topologicky´ch prostorech
a odvod´ıme pojem fundamenta´ln´ı grupy. Du˚lezˇitou vlastnost´ı neˇktery´ch topologicky´ch
prostor˚u je loka´ln´ı podobnost s prostorem Rn. Uvedeme prˇesnou formulaci te´to vlast-
nosti, cˇ´ımzˇ dosta´va´me pojem topologicke´ variety (5.14). V te´to fa´zi odvozova´n´ı jizˇ nechyb´ı
mnoho k pojmu hladke´ variety (5.18), ktery´mi kapitola vrchol´ı. Prˇ´ıkladem dvourozmeˇrne´
hladke´ variety je pra´veˇ torus T , jehozˇ studiu se budeme nada´le veˇnovat.
Motivaci pro vizualizaci elipticky´ch krˇivek na toru nacha´z´ıme v konecˇny´ch pol´ıch
a modula´rn´ı aritmetice, jezˇ je snadno zna´zornitelna´ na kruzˇnici. Uvazˇujeme-li bod elip-
ticke´ krˇivky jako dvojici (x, y), kde x, y prob´ıhaj´ı konecˇne´ pole, prˇirozeneˇ tak z´ıska´va´me
mozˇnost zna´zornit x na jedne´ kruzˇnici a y na prˇ´ıslusˇne´ druhe´ kruzˇnici. Topologicky
karte´zsky´ soucˇin 2 kruzˇnic odpov´ıda´ toru, viz definice (5.19).
V dalˇs´ı cˇa´sti pra´ce se zameˇrˇ´ıme na hleda´n´ı vhodny´ch zobrazen´ı rea´lne´ roviny na to-
rus, d´ıky ktery´m mu˚zˇeme prove´st transfer semi-elipticky´ch krˇivek na torus. Rozliˇs´ıme
zobrazen´ı neomezene´ rea´lne´ roviny R2 a zobrazen´ı omezene´ cˇa´sti rea´lne´ roviny na torus.
Pro prˇenos semi-elipticky´ch krˇivek definovany´ch nad Fp uvedeme definici diskre´tn´ıho toru
DT a souvislost s dany´m diskre´tn´ım zobrazen´ım.
Pozornost bude veˇnova´na take´ dokumentaci programu˚ TrElC a ElCOFF, z nichzˇ prvn´ı
se obecneˇ veˇnuje analy´ze semi-elipticky´ch krˇivek nad polem rea´lny´ch cˇ´ısel R a druhy´
analy´ze opeˇt semi-elipticky´ch krˇivek, avsˇak nad prvocˇ´ısleny´mi poli Fp. Vesˇkere´ obra´zky
ty´kaj´ıc´ı se semi-elipticky´ch krˇivek jsou porˇ´ızeny pra´veˇ pomoc´ı uvedene´ho softwaru.
1Take´ jinak Teore´m modularity.
2Mnozˇina vsˇech semi-elipticky´ch krˇivekM(Fp) obsahuje krˇivky jak elipticke´, tak neelipticke´. Neza´lezˇ´ı
tedy na diskriminantu prˇ´ıslusˇny´ch krˇivek.
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2 Algebraicky´ podtext
2.1 Za´klady teorie grup
Definice 2.1. Nepra´zdnou mnozˇinu G s bina´rn´ı operac´ı ∗ : G × G → G, tj. dvojici (G, ∗),
nazy´va´me grupa, jestlizˇe jsou splneˇny na´sleduj´ıc´ı axiomy
(G1) Pro a, b, c ∈ G plat´ı
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (asociativn´ı za´kon).
(G2) Existuje prvek e ∈ G takovy´, zˇe pro kazˇdy´ prvek g ∈ G plat´ı
g ∗ e = e ∗ g = g (existence neutra´ln´ıho prvku).
(G3) Pro kazˇdy´ prvek g ∈ G existuje takovy´ prvek g−1 ∈ G, zˇe plat´ı
g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e (existence inverzn´ıho prvku).
Jestlizˇe za operaci ∗ vol´ıme scˇ´ıta´n´ı + (resp. na´soben´ı ·), mluv´ıme o aditivn´ım (mul-
tiplikativn´ım) oznacˇen´ı operace grupy a p´ıˇseme (G,+) ((G, ·)). V prˇ´ıpadech, kdy je zrˇejme´
o jakou operaci se jedna´ nebo prˇi multiplikativn´ım oznacˇen´ı, budeme grupu (G, ∗) znacˇit
jen G. Prˇi multiplikativn´ım oznacˇen´ı operace x·y vyuzˇijeme strucˇneˇjˇs´ı xy. Neutra´ln´ı prvek
e se prˇi aditivn´ım za´pisu nazy´va´ nula a oznacˇujeme jej 0G. Prˇi multiplikativn´ım za´pisu
se nazy´va´ jednicˇka a znacˇ´ıme jej 1G. Inverzn´ı prvek prˇi aditivn´ım za´pisu oznacˇujeme −g
a mluv´ıme o opacˇne´m prvku.
Definice 2.2. Necht’ (G, ∗) je grupa a G konecˇna´ mnozˇina. Pak se cˇ´ıslo card(G) nazy´va´
rˇa´d grupy G. Jestlizˇe G je nekonecˇna´ mnozˇina, rˇ´ıka´me, zˇe grupa G ma´ nekonecˇny´ rˇa´d.
Jestlizˇe pro kazˇde´ x, y grupy G plat´ı xy = yx (komutativn´ı za´kon), nazy´va´me grupu G
komutativn´ı nebo abelovskou.
Prˇ´ıklad 2.1. Prˇ´ıklady komutativn´ıch grup nekonecˇne´ho rˇa´du jsou cˇ´ıselne´ mnozˇiny s ope-
rac´ı soucˇtu (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+). Oznacˇme Q∗ mnozˇinu Q \ {0} a podobneˇ pro
dalˇs´ı cˇ´ıselne´ mnozˇiny. Potom (Q∗, ·), (R∗, ·), (C∗, ·) tvorˇ´ı komutativn´ı grupu. Nulu vy-
pousˇt´ıme, jelikozˇ nema´ inverzn´ı prvek prˇi operaci soucˇinu.
Prˇ´ıkladem grupy konecˇne´ho rˇa´du je grupa (Zn,+) zbytkovy´ch trˇ´ıd modulo n ∈ N s ope-
rac´ı soucˇtu v modula´rn´ı aritmetice. Grupu obsahuj´ıc´ı jediny´ prvek nazy´va´me trivia´ln´ı. Pro
n = 1 dosta´va´me trivia´ln´ı grupu (Z1,+) = ({0} ,+).
Uvazˇujeme-li mnozˇinu zbytkovy´ch trˇ´ıd modulo p s operac´ı soucˇinu, kde p je prvocˇ´ıslo,
potom (Z∗p, ·) tvorˇ´ı strukturu komutativn´ı grupy.
Definice 2.3. Necht’ (G, ∗) je grupa. Nepra´zdnou podmnozˇinu H ⊆ G nazy´va´me podgrupa
grupy (G, ∗), jestlizˇe prvky z H tvorˇ´ı vzhledem k operaci ∗ opeˇt grupu.
Vı´ce o vlastnostech grup a podgrup naprˇ. ve skriptu [7].
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2.2 Faktorove´ grupy
Definice 2.4. Necht’ (H, ·) je podgrupa grupy G a g ∈ G. Leva´ trˇ´ıda gH podgrupy H
vzhledem k prvku g grupy G je definova´na na´sledovneˇ
gH = {g · h; h ∈ H} .
Prava´ trˇ´ıda Hg podgrupy H vzhledem k prvku g grupy G je definova´na
Hg = {h · g; h ∈ H} .
Rˇekneme, zˇe podgrupa H grupy G je norma´ln´ı, pra´veˇ kdyzˇ syste´m vsˇech levy´ch trˇ´ıd
{gH; g ∈ G} sply´va´ se syste´mem vsˇech pravy´ch trˇ´ıd {Hg; g ∈ G}. Tato situace nasta´va´
vzˇdy pro komutativn´ı grupu G. Ekvivalentn´ı definice norma´ln´ı podgrupy viz [11].
Definice 2.5. Necht’ H je norma´ln´ı podgrupa grupy G. Definujme mnozˇinu G/H takto
G/H = {gH; g ∈ G } .
Mnozˇina G/H spolu s operac´ı ◦ : (G/H)2 → G/H definovanou pro libovolna´ aH, bH ∈
G/H na´sledovneˇ
(aH) ◦ (bH) = (ab)H,
tvorˇ´ı opeˇt grupu, jezˇ se nazy´va´ faktorova´ grupa.
Pro oznacˇen´ı faktorove´ grupy budeme vyuzˇ´ıvat kratsˇ´ı za´pis G/H mı´sto (G/H, ◦).
Prˇ´ıklad 2.2. (Va´lec v Z23)
Uvazˇujme grupu G = (Z23,+), kde + je scˇ´ıta´n´ı po slozˇka´ch a podgrupu vertika´ln´ıch posu-
nut´ı3 Γ = {p0+nı; n ∈ Z3} = {(0, 0), (0, 1), (0, 2)}. Potom Z23/Γ = {a+ Γ; a ∈ Z23}.
(0, 0) + Γ = (0, 1) + Γ = (0, 2) + Γ = {(0, 0), (0, 1), (0, 2)}
(1, 0) + Γ = (1, 1) + Γ = (1, 2) + Γ = {(1, 0), (1, 1), (1, 2)}
(2, 0) + Γ = (2, 1) + Γ = (2, 2) + Γ = {(2, 0), (2, 1), (2, 2)} .
Tedy rozklad podle podgrupy Γ je
Z23/Γ = {{(0, 0), (0, 1), (0, 2)} , {(1, 0), (1, 1), (1, 2)} , {(2, 0), (2, 1), (2, 2)}} .
Definice 2.6 (Prˇ´ımy´ soucˇet grup). Uvazˇujme grupy (G, ∗) a (H, ◦). Prˇ´ımy´ soucˇet grup
(G, ∗)⊕(H, ◦) je mnozˇina G×H spolu s operac´ı • definovanou pro prvky (g1, h1), (g2, h2) ∈
G ×H po slozˇka´ch takto
(g1, h1) • (g2, h2) = (g1 ∗ g2, h1 ◦ h2).
Mnozˇina G ×H s takto zavedenou operac´ı • tvorˇ´ı opeˇt grupu.
3Zaveden´ı grup izometri´ı je provedeno v kapitole 6.
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2.3 Izomorfismus grup
Definice 2.7. Uvazˇujme grupy (G, ∗) a (H, ◦) a bijektivn´ı zobrazen´ı f : G → H. Potom f
se nazy´va´ izomorfismus grupy (G, ∗) na grupu (H, ◦), jestlizˇe pro libovolne´ prvky a, b ∈ G
plat´ı
f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b).
Plat´ı take´, zˇe f−1 : H → G je izomorfismus grupy (H, ◦) na grupu (G, ∗). Rˇ´ıka´me, zˇe
tyto grupy jsou izomorfn´ı a p´ıˇseme (G, ∗) ≈ (H, ◦).
Definice 2.8. (Celocˇ´ıselna´ mocnina) Uvazˇujme grupu (G, ·), prvek a ∈ G a n ∈ Z.
Pro r˚uzna´ n klademe
n > 0 n = 0 n < 0
an = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n-kra´t
e an = a−1 · . . . · a−1︸ ︷︷ ︸
|n|-kra´t
Definice 2.9. Grupa G se nazy´va´ cyklicka´, jestlizˇe existuje prvek g ∈ G takovy´, zˇe kazˇdy´
prvek grupy G je neˇjakou celocˇ´ıselnou mocninou prvku g. Prvek g se pak nazy´va´ genera´tor
grupy G a p´ıˇseme G = 〈g〉.
Veˇta 2.1. Necht’ G je cyklicka´ grupa rˇa´du n, kde n ∈ N. Potom G je izomorfn´ı s grupou
(Zn,+).
Du˚kaz 2.1. Du˚kaz proveden v [7].
Prˇ´ıklad 2.3. Uvazˇujme mnozˇinu E∞ = {[1, 1], [1,−1], [2, 1], [2,−1],∞} a operaci ⊕ defi-
novanou tabulkou.
⊕ ∞ [1, 1] [1,−1] [2, 1] [2,−1]
∞ ∞ [1, 1] [1,−1] [2, 1] [2,−1]
[1, 1] [1, 1] [2, 1] ∞ [2,−1] [1,−1]
[1,−1] [1,−1] ∞ [2,−1] [1, 1] [2, 1]
[2, 1] [2, 1] [2,−1] [1, 1] [1,−1] ∞
[2,−1] [2,−1] [1,−1] [2, 1] ∞ [1, 1]
V kapitole 4 (prˇ´ıklad (4.3)) uka´zˇeme, zˇe (E∞,⊕) je cyklicka´ grupa s neutra´ln´ım prvkem
∞. Nyn´ı vsˇak sestroj´ıme izomorfismus dane´ grupy s (Z5,+) podle veˇty 2.1. Izomorfismus
f : E∞ → Z5 a upravena´ aditivn´ı tabulka grupy (Z5,+) jsou da´ny na´sleduj´ıc´ımi tabulkami
∞ → 0
[2, 1] → 1
[2,−1] → 4
[1, 1] → 3
[1,−1] → 2
Tabulka 1: f : E∞ → Z5
+ 0 3 2 1 4
0 0 3 2 1 4
3 3 1 0 4 2
2 2 0 4 3 1
1 1 4 3 2 0
4 4 2 1 0 3
Tabulka 2: Aditivn´ı tabulka grupy (Z5,+)
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2.4 Pole
Definice 2.10. Mnozˇinu F , ktera´ ma´ alesponˇ 2 prvky, spolu s operacemi + a · nazy´va´me
pole, jestlizˇe jsou splnˇeny na´sleduj´ıc´ı axiomy
(F1) (F ,+) je komutativn´ı grupa.
(F2) Pro vsˇechna a, b, c ∈ F plat´ı: (a.b).c = a.(b.c)
(F3) Existuje 1F ∈ F tak, zˇe ∀a ∈ F plat´ı: 1F .a = a.1F = a
(F4) Pro vsˇechna a ∈ F , a 6= 0F existuje a−1 ∈ F tak, zˇe a.a−1 = a−1.a = 1F
(F5) Plat´ı distributivn´ı za´kony, tj. pro a, b, c ∈ F plat´ı
a.(b+ c) = a.b+ a.c ∧ (b+ c).a = b.a+ c.a
Pole budeme oznacˇovat (F ,+, ·) nebo jen zkra´ceneˇ F .
Prˇ´ıklad 2.4. Za´kladn´ımi prˇ´ıklady nekonecˇny´ch pol´ı jsou cˇ´ıselne´ mnozˇiny s operacemi
scˇ´ıta´n´ı a na´soben´ı v jednotlivy´ch aritmetika´ch (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·).
Mnozˇina raciona´ln´ıch funkc´ı f(x) = p(x)
q(x)
, kde p(x), q(x) ∈ F [x] jsou polynomy jedne´
neurcˇite´ s koeficienty z pole F , spolu s operac´ı soucˇtu a soucˇinu polynomu˚ tvorˇ´ı pole,
ktere´ oznacˇujeme pole raciona´ln´ıch funkc´ı (F(x),+, ·).
Dalˇs´ım prˇ´ıkladem pol´ı jsou pole konecˇna´, ktera´ zavedl francouzsky´ matematik E´variste
Galois. Konecˇna´ pole existuj´ı pouze pro pn prvk˚u, kde p je prvocˇ´ıslo. Takove´ pole je azˇ
na izomorfismus jedine´.
Pole (Zp,+, ·), kde Zp je mnozˇina zbytkovy´ch trˇ´ıd modulo p a operace jsou scˇ´ıta´n´ı
a na´soben´ı v modula´rn´ı aritmetice, je prˇ´ıkladem konecˇne´ho pole. Pro pole (Zp,+, ·) vsˇak
vyuzˇ´ıva´me oznacˇen´ı (Fp,+, ·) a nazy´va´me jej polem prvocˇ´ıselny´m.
V prˇ´ıpadeˇ n > 1 se pole nazy´vaj´ı neprvocˇ´ıselna´ a znacˇ´ıme je (Fpn ,+, ·).
Operace + a · se zava´deˇj´ı specia´lneˇ (viz naprˇ. [12]).
Definice 2.11. Uvazˇujme pole F , nulovy´ prvek 0F a jednicˇku 1F . Charakteristikou pole
F nazy´va´me takove´ nejmensˇ´ı cˇ´ıslo n ∈ N, pro ktere´ plat´ı
1F + 1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
n-kra´t
= 0F
a p´ıˇseme char(F) = n.
V prˇ´ıpadeˇ, zˇe takove´ prˇirozene´ cˇ´ıslo n neexistuje, rˇ´ıka´me, zˇe pole F ma´ charakteristiku
0 a p´ıˇseme char(F) = 0.
Veˇta 2.2. Uvazˇujme pole F charakteristiky n ∈ N. Potom n je prvocˇ´ıslo.
Du˚kaz 2.2. Du˚kaz proveden v [7].
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3 Kvadraticka´ rezidua
Definice 3.1. Uvazˇujme a ∈ N a prvocˇ´ıslo p > 2, kde a, p jsou nesoudeˇlna´. Rˇekneme, zˇe
cˇ´ıslo a je kvadraticky´m reziduem (mod p), jestlizˇe kongruence
y2 − a ≡ 0 (mod p)
ma´ rˇesˇen´ı.
V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ rˇ´ıka´me, zˇe a je kvadraticky´m nereziduem (mod p).
Vsˇechna kvadraticka´ rezidua dostaneme, pokud budeme cˇ´ısla 12, 22, . . . , (p − 1)2 re-
dukovat podle modulu p. Dalˇs´ım d˚ulezˇity´m poznatkem v teorii je, zˇe existuje pra´veˇ p−1
2
kvadraticky´ch rezidu´ı a stejny´ pocˇet nerezidu´ı.4
U´lohu urcˇit, zda dane´ cˇ´ıslo a je, cˇi nen´ı kvadraticky´m reziduem je mozˇne´ rˇesˇit take´ pomoc´ı
na´sleduj´ıc´ıho teore´mu.
Teore´m 3.1. (Eulerovo krite´rium)
a
1
2
(p−1) ≡ 1⇐⇒ a je kvadraticky´m reziduem
a
1
2
(p−1) ≡ −1⇐⇒ a je kvadraticky´m nereziduem
Du˚kaz Teore´mu 3.1. Du˚kaz proveden v [6].
Zavedeme nyn´ı symbol, vyjadrˇuj´ıc´ı vztah a k p v teorii kvadraticky´ch rezidu´ı.
Definice 3.2. Necht’ p > 2 a (a, p) = 1. Legendr˚uv symbol
(
a
p
)
nyn´ı definujeme na´sledovneˇ
(
a
p
)
=

1 , pokud a je kvadraticke´ reziduum (mod p)
0 , pokud a ≡ 0 (mod p)
−1 , pokud a je kvadraticke´ nereziduum (mod p)
Origina´ln´ı definici je mozˇne´ nale´zt na str. 42 knihy [6]. Definujeme zde stejneˇ jako v [9]
pro Legendr˚uv symbol nav´ıc hodnotu 0 z d˚uvodu vy´pocˇtu pocˇtu bod˚u semi-elipticky´ch
krˇivek.
Veˇta 3.1. Necht’ a, b ∈ N a p > 2. Potom plat´ı(
ab
p
)
=
(
a
p
)
·
(
b
p
)
Du˚kaz 3.1. Za prˇedpokladu p > 2 lze psa´t prˇ´ımo(
ab
p
)
= (ab)
1
2
(p−1) = a
1
2
(p−1) · b 12 (p−1) =
(
a
p
)
·
(
b
p
)
.
4Tabulka kvadraticky´ch rezidu´ı pro p ≤ 61 je uvedena v prˇ´ıloze B.
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4 U´vod k elipticky´m krˇivka´m
V na´sleduj´ıc´ı kapitole prostudujeme vlastnosti specia´ln´ıch kubicky´ch krˇivek. Nejdrˇ´ıve uve-
deme pojem obecneˇjˇs´ı semi-elipticke´ krˇivky a da´le zu´zˇen´ı na krˇivky elipticke´. K nasˇim
u´cˇel˚um bude postacˇuj´ıc´ı, kdyzˇ se omez´ıme na jeden tvar elipticky´ch krˇivek, zobecneˇn´ı je
mozˇne´ naj´ıt v [1].
Definice 4.1. Semi-eliptickou krˇivkou definovanou nad polem F rozumı´me mnozˇinu vsˇech
bod˚u (x, y) ∈ F × F , ktera´ je urcˇena rovnic´ı
E : y2 = x3 + ax+ b, (4.1)
kde koeficienty a, b jsou prvky pole F .
Semi-eliptickou krˇivku s pevny´mi koeficienty a, b ∈ F oznacˇme E(F , a, b), cˇili
E(F , a, b) = {(x, y) ∈ F × F : y2 = x3 + ax+ b} . (4.2)
Da´le symbolem ∆ oznacˇme diskriminant te´to krˇivky, jenzˇ je definova´n
∆ = −16(4a3 + 27b2). (4.3)
Z d˚uvodu zjednodusˇen´ı mu˚zˇeme mı´sto E(F , a, b) psa´t take´ E(F) nebo jen E .
Pozna´mka 4.1.
(i) V literaturˇe [1] je mozˇne´ dohledat obecneˇjˇs´ı (tzv. Weierstrassovu) rovnici ve tvaru
E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6, kde a1, a2, a3, a4, a6 ∈ F . Zjednodusˇen´ı
na tvar (4.1) se prova´d´ı pomoc´ı transformace sourˇadnic.
(ii) S vy´hodou vyuzˇijeme za´pisu E(F) prˇi zd˚urazneˇn´ı, zˇe E je definova´na nad polem F .
(iii) Determinant semi-elipticke´ krˇivky urcˇuje jej´ı regularitu. Pokud ∆ = 0, potom semi-
elipticka´ krˇivka obsahuje neˇjaky´ typ singula´rn´ıho bodu.
Prˇ´ıklad 4.1. (Semi-elipticke´ krˇivky nad polem R s ∆ 6= 0)
Obra´zek 1: E(R,−1, 0)
∆ = 64
Obra´zek 2: E(R, 2,−4)
∆ = −7424
Obra´zek 3: E(R,−3,−4)
∆ = −5184
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Semi-elipticke´ krˇivky nad polem R s ∆ = 0.
Obra´zek 4: E(R, 0, 0) Obra´zek 5: E(R,−1, 2
√
3
9 ) Obra´zek 6: E(R,−3,−2)
Jak mu˚zˇeme pozorovat z obra´zk˚u vy´sˇe, pokud ∆ = 0 a a = 0, potom krˇivka obsahuje
bod vratu. Da´le, pokud ∆ = 0 a a 6= 0, potom krˇivka obsahuje uzel.
V na´sleduj´ıc´ım odstavci zavedeme pojem elipticke´ krˇivky. Zameˇrˇ´ıme se specielneˇ na
elipticke´ krˇivky tvaru E : y2 = x3 +ax+b nad polem F charakteristiky r˚uzne´ od 2 nebo 3.
4.1 Elipticke´ krˇivky
Definice 4.2. Eliptickou krˇivkou definovanou nad polem F , kde char(F) 6= 2, 3 rozumı´me
takovou semi-eliptickou krˇivku E , zˇe plat´ı ∆ 6= 0.
Eliptickou krˇivkou E tedy rozumı´me opeˇt mnozˇinu E(F , a, b) danou vztahem
E(F , a, b) = {(x, y) ∈ F × F : y2 = x3 + ax+ b} , (4.4)
avsˇak prˇi nenulove´m diskriminantu.
Eliptickou krˇivkou E∞ s bodem ∞ rozumı´me mnozˇinu E∞(F , a, b) danou vztahem
E∞(F , a, b) = E(F , a, b)∪{∞} =
{
(x, y) ∈ F × F : y2 = x3 + ax+ b}∪{∞} . (4.5)
Eliptickou krˇivku E∞(F , a, b) s bodem ∞ cˇasto oznacˇujeme jen jako eliptickou krˇivku
a vyuzˇ´ıva´me opeˇt kratsˇ´ıho oznacˇen´ı E∞(F) nebo E∞.
Pozna´mka 4.2.
(i) Podmı´nka ∆ 6= 0 nyn´ı jizˇ zarucˇuje regularitu elipticke´ krˇivky.
(ii) Je nutne´ rozliˇsovat mezi mnozˇinami E∞(F , a, b) a E(F , a, b). Na prvn´ı z nich lze
zave´st grupovou operaci ⊕, jak bude uka´za´no pozdeˇji.
(iii) V literaturˇe se cˇasto prˇ´ımo zava´d´ı elipticka´ krˇivka E(F) jako mnozˇina vlastn´ıch
bod˚u spolu s bodem∞. Z d˚uvodu lepsˇ´ıho popisu prˇi vizualizaci krˇivek vsˇak nejdrˇ´ıve
zava´d´ıme (4.4) a na´sledneˇ (4.5).
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4.2 Struktura grupy
Uvazˇujme eliptickou krˇivku E∞(F) definovanou nad polem F . Po doda´n´ı dalˇs´ıho prvku,
ktery´ oznacˇ´ıme ∞, k mnozˇineˇ vsˇech vlastn´ıch bod˚u elipticke´ krˇivky je nyn´ı mozˇne´ po-
stupneˇ vytvorˇit strukturu grupy. Necht’ E∞(F) je mnozˇinou vsˇech bod˚u elipticke´ krˇivky
E s bodem ∞. Operaci ⊕ : E2∞(F) 7→ E∞(F) nyn´ı zavedeme na´sledovneˇ.
(1) Neutra´ln´ı prvek. Necht’ P ∈ E∞(F), potom P ⊕∞ =∞⊕ P = P .
(2) Opacˇny´ prvek. Uvazˇujme bod P = (x, y) ∈ E∞(F), potom bod −P = (x,−y) ∈
E∞(F) se nazy´va´ opacˇny´ k P a plat´ı P⊕−P = (x, y)⊕(x,−y) =∞. Take´ −∞ =∞.
(3) Soucˇet bod˚u. Necht’ P = (x1, y1) ∈ E∞(F) a Q = (x2, y2) ∈ E∞(F), kde P 6= ±Q.
Potom R = P ⊕Q = (x3, y3), kde
x3 =
(
y2 − y1
x2 − x1
)2
− x1 − x2 a y3 =
(
y2 − y1
x2 − x1
)
(x1 − x3)− y1. (4.6)
(4) Zdvojen´ı bodu. Necht’ P = (x1, y1) ∈ E∞(F), kde P 6= −P . Potom R = P ⊕ P =
(x3, y3), kde
x3 =
(
3x21 + a
2y1
)2
− 2x1 a y3 =
(
3x21 + a
2y1
)
(x1 − x3)− y1. (4.7)
Mnozˇina s operac´ı (E∞(F),⊕) tvorˇ´ı grupu, ktera´ urcˇuje aritmetiku bod˚u na elipticky´ch
krˇivka´ch. Velice na´zorneˇ lze vysveˇtlit operaci soucˇtu, pokud si prˇedstav´ıme eliptickou
krˇivku v rea´lne´ rovineˇ. Scˇ´ıta´me-li dva r˚uzne´ body, nejdrˇ´ıve vedeme prˇ´ımku teˇmito body
a bod, kde se tato prˇ´ımka protne opeˇt s eliptickou krˇivkou, symetricky promı´tneme podle
osy x zase na bod elipticke´ krˇivky, ktery´ je vy´sledkem. V prˇ´ıpadeˇ, kdyzˇ se pokus´ıme secˇ´ıst
bod sa´m se sebou, vedeme tecˇnu k elipticke´ krˇivce v tomto bodeˇ a mı´sto, kde se tecˇna
protne s eliptickou krˇivkou opeˇt promı´tneme dle osy x, cˇ´ımzˇ z´ıska´me vy´sledek soucˇtu.
Prˇ´ıklad 4.2. Soucˇtu a zdvojen´ı bod˚u na elipticke´ krˇivce E∞(R,−2, 4).
Obra´zek 7: Soucˇet bod˚u Obra´zek 8: Zdvojen´ı bodu
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Posledn´ı mozˇnost´ı je soucˇet bod˚u tvaru P = (x, y) a Q = (x,−y), neboli bod˚u
opacˇny´ch. Vy´sledkem soucˇtu je pak pra´veˇ bod ∞. Interpretac´ı bodu ∞ v rea´lne´ rovineˇ
tedy mu˚zˇe by´t rovnobeˇzˇka s osou y.
Uva´d´ıme da´le prˇ´ıklad soucˇtu bod˚u P = (−7,−2) a Q = (6,−1) a zdvojen´ı bodu
R = (−3, 7) na elipticke´ krˇivce E∞(F17, 13, 13).
Obra´zek 9: P ⊕Q = (0, 8) Obra´zek 10: R⊕R = (−7, 2)
O grupu (E∞(F),⊕) se op´ıraj´ı kryptosyste´my zalozˇene´ na elipticky´ch krˇivka´ch. Pole,
nad ktery´mi jsou vy´pocˇty prova´deˇny, jsou z velke´ mı´ry pole prvocˇ´ıselna´ Fp a bina´rn´ı F2n .
Budeme se vsˇak zaby´vat jen poli prvocˇ´ıselny´mi. Pro praktickou kryptografii se vyzˇaduje
velice dobra´ implementace grupove´ operace nad teˇmito poli a da´le rychle´ urcˇen´ı rˇa´du
elipticke´ krˇivky. Veˇnujme se nyn´ı zaveden´ı tohoto pojmu.
4.3 Pocˇet bod˚u krˇivky a rˇa´d grupy
Definice 4.3. Uvazˇujme semi-eliptickou krˇivku E definovanou nad prvocˇ´ıselny´m polem
Fp, kde p > 3. Pocˇet bod˚u krˇivky, neboli mohutnost konecˇne´ mnozˇiny E(Fp, a, b) oznacˇme
card(E(Fp, a, b)).
Jelikozˇ z rovnice y2 = x3 +ax+b pro pevne´ x dosta´va´me dveˇ, jedno nebo zˇa´dne´ rˇesˇen´ı,
mu˚zˇeme pocˇet bod˚u dane´ semi-elipticke´ krˇivky E(Fp, a, b) spocˇ´ıst s vyuzˇit´ım Legendrova
symbolu
(
·
p
)
na´sledovneˇ
card(E(Fp, a, b)) =
∑
x∈Fp
(
1 +
(
x3 + ax+ b
p
))
= p+
∑
x∈Fp
(
x3 + ax+ b
p
)
.
Uvedeny´ prˇ´ıstup k vy´pocˇtu bod˚u semi-elipticky´ch krˇivek se nazy´va´ naivn´ı algoritmus.
V programu ElCOFF je implementova´n pro mala´ p prˇ´ımy´ vy´pocˇet bod˚u, takzˇe pocˇet
bod˚u dosta´va´me jako vedlejˇs´ı produkt. Existuj´ı vsˇak mnohem efektivneˇjˇs´ı algoritmy, viz
naprˇ´ıklad [9].
Definice 4.4. Necht’ E∞ je elipticka´ krˇivka definovana´ nad prvocˇ´ıselny´m polem Fp, kde
p > 3. Rˇa´dem elipticke´ krˇivky rozumı´me rˇa´d E∞ jako grupy, ktery´ oznacˇ´ıme #E∞(Fp, a, b)
a plat´ı
#E∞(Fp, a, b) = card(E∞(Fp, a, b)) = card(E(Fp, a, b)) + 1.
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Nyn´ı uvedeme teore´m, jezˇ na´m poskytne odhad rˇa´du elipticke´ krˇivky.
Teore´m 4.1 (Hasse). Necht’ E∞ je elipticka´ krˇivka definovana´ nad Fp. Potom
p+ 1− 2√p ≤ #E∞(Fp) ≤ p+ 1 + 2√p.
Interval (p+ 1− 2√p, p+ 1 + 2√p) se nazy´va´ Hasseho interval.
Du˚kaz Teore´mu 4.1. V prˇ´ıloze A.
Teore´m 4.2. (Struktura grupy elipticky´ch krˇivek) Uvazˇujme eliptickou krˇivku E∞(Fp).
Potom E∞(Fp) je izomorfn´ı s Zn1 ⊕Zn2 (⊕ znacˇ´ı prˇ´ımy´ soucˇet grup), kde n1, n2 ∈ N jsou
jednoznacˇneˇ urcˇena a plat´ı
n2|(p− 1) ∧ n2|n1.
Plat´ı, zˇe #E∞(Fp) = n1n2. Jestlizˇe n2 = 1, potom E∞(Fp) je cyklicka´ grupa. Zobecneˇn´ı
teore´mu viz [1].
Prˇ´ıklad 4.3. Uvazˇujme eliptickou krˇivku E∞(F5, 3, 2) = {[1, 1], [1,−1], [2, 1], [2,−1],∞}.
Tabulka grupove´ operace je uvedena v prˇ´ıkladu (2.3). Jelikozˇ #E∞ = 5, n1 = 5 a n2 = 1.
Elipticka´ krˇivka E∞(F5, 3, 2) je tedy cyklicka´ grupa rˇa´du 5 s libovolny´m genera´torem
r˚uzny´m od neutra´ln´ıho prvku ∞. Oznacˇme P = [1, 1], potom E∞(F5, 3, 2) = 〈P 〉.
0P =∞ 1P = [1, 1] 2P = [2, 1] 3P = [2,−1] 4P = [1,−1]
Dalˇs´ım z d˚ulezˇity´ch invariant˚u v teorii elipticky´ch krˇivek je kromeˇ diskriminantu ∆
take´ j-invariant, ktery´ uvedeme v na´sleduj´ıc´ı definici.
Definice 4.5. Necht’ E∞(Fp, a, b) je elipticka´ krˇivka definovana´ nad prvocˇ´ıselny´m polem
Fp. Pak j-invariantem nazveme cˇ´ıslo j(E∞), kde
j(E∞) = 1728 4a
3
4a3 + 27b2
∈ Fp.
Definice 4.6. Uvazˇujme elipticke´ krˇivky E∞(Fp, a, b) a E ′∞(Fp, a′, b′) definovane´ nad prvo-
cˇ´ıselny´m polem Fp a da´le 0 6= d ∈ Fp kvadraticke´ nereziduum. Rˇekneme, zˇe elipticka´ krˇivka
E ′∞ je kvadraticky´m twistem krˇivky E∞, jestlizˇe plat´ı
a′ = ad2 ∧ b′ = bd3.
Kvadraticky´ twist dane´ krˇivky E∞ je tedy tvaru E ′∞ : y2 = x3 + ad2x+ bd3. Z definice
(4.5) vyply´va´, zˇe elipticke´ krˇivky E∞ i E ′∞ maj´ı shodny´ j-invariant.
Teore´m 4.3. (Mestre) Necht’ E∞ je elipticka´ krˇivka definovana´ nad prvocˇ´ıselny´m polem
Fp a #E∞(Fp, a, b) = p+ 1− t, t ∈ Z. Oznacˇme E ′∞(Fp, ad2, bd3) eliptickou krˇivku, ktera´ je
kvadraticky´m twistem krˇivky E∞. Pak pro #E ′∞(Fp, ad2, bd3) plat´ı
#E ′∞(Fp, ad2, bd3) = p+ 1 + t.
Ekvivalentneˇ mu˚zˇeme Mestreho vy´sledek interpretovat jako skutecˇnost, zˇe soucˇet bod˚u
E∞ a E ′∞ je konstantn´ı a plat´ı
#E∞(Fp, a, b) + #E ′∞(Fp, ad2, bd3) = 2p+ 2
Pozna´mka 4.3. V generovany´ch tabulka´ch programem ElCOFF je uveden vzˇdy pocˇet
bod˚u semi-elipticky´ch krˇivek, tedy soucˇet bod˚u E a E ′ je roven 2p, nebot’ scˇ´ıta´me jen
vlastn´ı body (vynecha´va´me u E i E ′ bod ∞).
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4.4 Experimenta´ln´ı vy´sledky
Vrat’me se nazpeˇt k obecneˇjˇs´ımu pojmu semi-elipticke´ krˇivky, nerozliˇsujeme tedy regu-
laritu krˇivek. Motivac´ı ke studiu semi-elipticky´ch krˇivek a v˚ubec zaveden´ı tohoto pojmu
bylo softwarove´ zpracova´n´ı a na´sledna´ analy´za mnozˇiny vsˇech semi-elipticky´ch krˇivek nad
prvocˇ´ıselny´mi poli.
V na´sleduj´ıc´ım textu se budeme zaby´vat touto mnozˇinou, kterou budeme oznacˇovat
M(Fp). Zameˇrˇ´ıme se na jej´ı strukturu a vlastnosti. Pokud jizˇ z kontextu bude zrˇejme´,
zˇe dana´ semi-elipticka´ krˇivka je definova´na nad Fp, pak z d˚uvodu zjednodusˇen´ı za´pisu
budeme psa´t E(a, b) mı´sto E(Fp, a, b), prˇ´ıpadneˇ pro syste´m M(Fp) vyuzˇijeme jen za´pisu
M.
Nejjednosˇsˇ´ım prˇ´ıpadem je mnozˇinaM(F5), ktera´ obsahuje vsˇechny semi-elipticke´ krˇiv-
ky nad polem F5. Z tabulky vid´ıme, zˇe pro elipticke´ krˇivky E∞ je cˇ´ıslo card(E)+1 za´rovenˇ
jejich rˇa´dem. Vy´raz
”
NaN“ pro j-invariant je uveden pra´veˇ u semi-elipticky´ch krˇivek, ktere´
nejsou elipticky´mi.
(a, b) ∆ j(E) card(E) E(F5, a, b)
(0,0) 0 NaN 5 [0,0][1,1][1,-1][-1,2][-1,-2]
(0,1) -2 0 5 [0,1][0,-1][2,2][2,-2][-1,0]
(0,2) -3 0 5 [2,0][-2,2][-2,-2][-1,1][-1,-1]
(0,3) -3 0 5 [1,2][1,-2][2,1][2,-1][-2,0]
(0,4) -2 0 5 [0,2][0,-2][1,0][-2,1][-2,-1]
(1,0) -4 3 3 [0,0][2,0][-2,0]
(1,1) -1 2 8 [0,1][0,-1][2,1][2,-1][-2,1][-2,-1][-1,2][-1,-2]
(1,2) -2 1 3 [1,2][1,-2][-1,0]
(1,3) -2 1 3 [1,0][-1,1][-1,-1]
(1,4) -1 2 8 [0,2][0,-2][1,1][1,-1][2,2][2,-2][-2,2][-2,-2]
(2,0) -2 3 1 [0,0]
(2,1) -4 4 6 [0,1][0,-1][1,2][1,-2][-2,2][-2,-2]
(2,2) 0 NaN 6 [1,0][2,2][2,-2][-2,0][-1,2][-1,-2]
(2,3) 0 NaN 6 [1,1][1,-1][2,0][-2,1][-2,-1][-1,0]
(2,4) -4 4 6 [0,2][0,-2][2,1][2,-1][-1,1][-1,-1]
(3,0) -3 3 9 [0,0][1,2][1,-2][2,2][2,-2][-2,1][-2,-1][-1,1][-1,-1]
(3,1) 0 NaN 4 [0,1][0,-1][1,0][2,0]
(3,2) -1 4 4 [1,1][1,-1][2,1][2,-1]
(3,3) -1 4 4 [-2,2][-2,-2][-1,2][-1,-2]
(3,4) 0 NaN 4 [0,2][0,-2][-2,0][-1,0]
(4,0) -1 3 7 [0,0][1,0][2,1][2,-1][-2,2][-2,-2][-1,0]
(4,1) -3 1 7 [0,1][0,-1][1,1][1,-1][-2,0][-1,1][-1,-1]
(4,2) -4 2 2 [-2,1][-2,-1]
(4,3) -4 2 2 [2,2][2,-2]
(4,4) -3 1 7 [0,2][0,-2][1,2][1,-2][2,0][-1,2][-1,-2]
Tabulka 3: Vy´pis vsˇech semi-elipticky´ch krˇivek nad F5
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Prˇ´ıklad 4.4. Prozkoumejme vlastnosti semi-elipticke´ krˇivky E(F31, 3, 18). Diskriminant
te´to krˇivky je
∆ = −16(4.33 + 27.182) = −141696,
plat´ı tedy −141696 ≡ −26(mod 31) =⇒ krˇivka je regula´rn´ı (elipticka´).
Spocˇteˇme jesˇteˇ j-invariant
j(E) = 1728 4.3
3
4.33 + 27.182
=
864
41
,
dosta´va´me 864
41
≡ 12(mod 31).
Rˇa´d krˇivky zjist´ıme z tabulky nebo grafu vygenerovane´ programem ElCOFF. Rˇa´dek prˇ´ıslusˇ-
ne´ tabulky vypada´ na´sledovneˇ
(a, b) ∆ j(E) card(E) E(F31, a, b)
[0,7][0,-7][2,1][2,-1][4,1][4,-1][6,2][6,-2]
[7,14][7,-14][10,5][10,-5][11,7][11,-7][14,13][14,-13]
(3,18) -26 12 36 [15,11][15,-11][-15,15][-15,-15][-13,13][-13,-13][-11,7]
[-11,-7][-8,3][-8,-3][-6,1][-6,-1][-5,8][-5,-8][-4,2]
[-4,-2][-2,2][-2,-2][-1,13][-1,-13]
Tabulka 4: Semi-elipticka´ krˇivka E(F31, 3, 8)
Spocˇteˇme da´le kvadraticky´ twist elipticke´ krˇivky E(F31, 3, 18) pro kvadraticke´ nerezi-
duum d = 15. Vı´me, zˇe pocˇet bod˚u je card(E(3, 18)) = 36 = 31 − (−5) a kvadraticky´
twist te´to krˇivky E ′(F31, a′, b′), bude mı´t pocˇet bod˚u card(E(a′, b′)) = 31 + (−5) = 26.
Pomoc´ı vztah˚u a′ = ad2 a b′ = bd3 dosta´va´me a′ = 24 a b′ = 21. Oveˇrˇ´ıme nyn´ı pocˇet bod˚u
krˇivky E ′(F31, 24, 21) pomoc´ı vy´stupu z programu.
Elipticka´ krˇivka E(F31, 3, 18) a jej´ı kvadraticky´ twist E ′(F31, 24, 21).
Obra´zek 11: E(F31, 3, 18) Obra´zek 12: E ′(F31, 24, 21)
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4.4.1 Trˇ´ıdeˇn´ı semi-elipticky´ch krˇivek
Hasseho interval bez prˇipocˇten´ı bodu∞ je postupneˇ pro pole F5, F7, F11 da´n a zaokrouhlen
〈1, 9〉, 〈2, 12〉, 〈5, 17〉. Roztrˇ´ıdeˇn´ı semi-elipticky´ch krˇivek nad zmı´neˇny´mi poli uva´d´ıme
v na´sleduj´ıc´ıch tabulka´ch, prˇ´ıpadneˇ v grafu (obra´zek 13).
card(E(F5)) Pocˇet semi-el. krˇivek
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 4
7 3
8 2
9 1
Tabulka 5: Semi-el. krˇivky nad F5
card(E(F7)) Pocˇet semi-el. krˇivek
2 1
3 4
4 3
5 6
6 7
7 7
8 7
9 6
10 3
11 4
12 1
Tabulka 6: Semi-el. krˇivky nad F7
Dalˇs´ı obra´zek zachycuje, jak se vyv´ıj´ı pocˇet semi-elipticky´ch krˇivek v za´vislosti na
hodnota´ch pocˇtu bod˚u z Hasseho intervalu pro trˇi prvocˇ´ıselna´ pole.
Obra´zek 13: Roztrˇ´ıdeˇn´ı semi-elipticky´ch krˇivek nad poli F5, F7 a F11
Z analy´zy uvedeny´ch dat a dalˇs´ıho studia mnozˇinM(Fp) vsˇech semi-elipticky´ch krˇivek
nad r˚uzny´mi prvocˇ´ıselny´mi poli byly z´ıska´ny na´sleduj´ıc´ı poznatky.
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Veˇta 4.1. Uvazˇujme mnozˇinu M(Fp) vsˇech semi-elipticky´ch krˇivek tvaru
E : y2 = x3 + ax+ b
definovany´ch nad Fp. Prˇesneˇji M(Fp) = {E(a, b) : a, b ∈ Fp}. Oznacˇme
Ma = {E(a, b) : b ∈ Fp} jednoparametricky´ syste´m, kde a ∈ Fp je pevneˇ zvoleno.
Pak pro E(a, i) ∈Ma, i ∈ Fp plat´ı
E(a, 0) ∪ E(a, 1) ∪ · · · ∪ E(a, p− 1) =
p−1⋃
i=0
E(a, i) = {(x, y) : x, y ∈ Fp} = Fp × Fp
Pokud tedy vezmeme vsˇechny krˇivky s pevny´m parametrem a a spocˇteme vsˇechny
body takovy´ch semi-elipticky´ch krˇivek nad Fp, dostaneme vsˇechny body mnozˇiny Fp×Fp.
Du˚kaz 4.1. Prˇedpokla´dejme mnozˇinu M(Fp) a syste´m mnozˇin Ma, a ∈ Fp.
Ma = {E(a, b) : b ∈ Fp} .
Pro kazˇde´ pevne´ a a libovolne´ x ∈ Fp mu˚zˇeme psa´t x3 + ax = c, kde c ∈ Fp. Dosta´va´me
tedy {
x3 + ax+ b : b ∈ Fp
}
= {c+ b : b ∈ Fp} = Fp.
Jelikozˇ plat´ı, zˇe pocˇet kvadraticky´ch rezidu´ı v Fp je p−12 , dosta´va´me pro kongruenci
y2 ≡ m(mod p),
kde m je kvadraticke´ reziduum, 2p−1
2
+ 1 = p r˚uzny´ch rˇesˇen´ı pro y, kde p − 1 je dvojic
rˇesˇen´ı pro r˚uzna´ kvadraticka´ rezidua a jedno trivia´ln´ı rˇesˇen´ı y = 0. T´ım je veˇta doka´za´na.
2
Pozna´mka 4.4. Syste´m mnozˇin Ma, a ∈ Fp tvorˇ´ı pokryt´ı mnozˇiny M(Fp).
Prˇ´ıklad 4.5. Mnozˇina M3 nad F5.
Obra´zek 14: E(F5, 3, 0) Obra´zek 15: E(F5, 3, 1) Obra´zek 16: E(F5, 3, 2)
Obra´zek 17: E(F5, 3, 3) Obra´zek 18: E(F5, 3, 4) Obra´zek 19: M3
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Veˇta 4.2. Uvazˇujme mnozˇinu M(Fp) vsˇech semi-elipticky´ch krˇivek tvaru
E : y2 = x3 + ax+ b
definovany´ch nad prvocˇ´ıselny´m polem Fp.
Pak plat´ı: Pocˇet semi-elipticky´ch krˇivek z mnozˇiny M(Fp), ktere´ maj´ı diskriminant
∆ = 0, je p.
Du˚kaz 4.2. Diskriminant je definova´n ∆ = −16(4a3 + 27b2) = 0 ⇒ 4a3 + 27b2 = 0.
Oznacˇme n = − 4
27
. Dosta´va´me tedy rovnici
b2 = na3; a, b, n ∈ Fp
Zrˇejmy´m rˇesˇen´ım je dvojice (0, 0). Vid´ıme, zˇe se jedna´ o rovnici, ktera´ ma´ bud’ 2 r˚uzne´
korˇeny pro na3 ∈ Fp, (na3, p) = 1, a 6= 0 nebo zˇa´dny´. Stacˇ´ı tedy uka´zat, zˇe posloupnost
(na3)p−1a=1 obsahuje
p−1
2
(ne nutneˇ r˚uzny´ch) kvadraticky´ch rezidu´ı.
Vyjdeme da´le z veˇty (
cd
p
)
=
(
c
p
)(
d
p
)
,
kde
(
.
p
)
je Legendr˚uv symbol a c, d ∈ Fp.
Pod´ıvejme se nejdrˇ´ıve na posloupnost cˇ´ısel (a2)p−1a=1, ktere´ redukujeme podle modulu
p. Vsˇechna tato cˇ´ısla jsou kvadraticky´mi rezidui, viz [6], str. 43. Pokud da´le vezmeme
posloupnost cˇ´ısel (a3)p−1a=1 a skutecˇnost, zˇe v mnozˇineˇ Fp je pra´veˇ
p−1
2
kvadraticky´ch re-
zidu´ı, dosta´va´me podle veˇty vy´sˇe v posloupnosti cˇ´ısel (a3)p−1a=1 pra´veˇ
p−1
2
kvadraticky´ch
rezidu´ı. Opeˇtovny´m uzˇit´ım veˇty vy´sˇe dosta´va´me take´ v posloupnosti (na3)p−1a=1 pra´veˇ
p−1
2
kvadraticky´ch rezidu´ı, cˇ´ımzˇ je veˇta doka´za´na. 2
Hypote´za 4.1. (Symetrie semi-elipticky´ch krˇivek) Uvazˇujme mnozˇinuM(Fp) vsˇech semi-
elipticky´ch krˇivek tvaru E : y2 = x3 + ax + b definovany´ch nad Fp. Oznacˇme c nejmensˇ´ı
pocˇet bod˚u krˇivky, C nejveˇtsˇ´ı pocˇet bod˚u krˇivky E(Fp) ∈ M(Fp) a Ψi pocˇet krˇivek rˇa´du
i. Pak pro j = 0, 1, . . . , C−c
2
− 1 plat´ı
Ψc+j = ΨC−j
Podpora hypote´zy 4.1. Uvazˇujme mnozˇinu vsˇech semi-elipticky´ch krˇivekM(Fp). Pro-
vedeme rozklad mnozˇiny M(Fp) na mnozˇinu vsˇech elipticky´ch krˇivek M∆ 6=0(Fp) nad
polem Fp a mnozˇinu vsˇech neelipticky´ch krˇivek M∆=0(Fp) nad polem Fp.
K d˚ukazu hypote´zy proM∆ 6=0(Fp) mu˚zˇeme vyuzˇ´ıt Mestreho teore´m. Zvol´ıme libovolne´
kvadraticke´ nereziduum d a postupneˇ pro E∞(a, b) ∈ M∆ 6=0(Fp) pocˇ´ıta´me kvadraticky´
twist E∞(a′, b′). Podle upravene´ho Mestreho teore´mu (pozna´mka 4.3) plat´ı
card (E∞(a, b)) + card (E∞(a′, b′)) = 2p.
Ekvivalentneˇ take´ plat´ı, pokud card(E∞(a, b)) = p−t, t ∈ Z⇒ card(E∞(a′, b′)) = p+t.
Cˇili vid´ıme, zˇe
”
strˇedem symetrie“ je cˇ´ıslo p. Elipticke´ krˇivky E∞(a, b) a E∞(a′, b′) tvorˇ´ı
jednu dvojici, ktera´
”
symetrii“ neporusˇ´ı.
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V dalˇs´ım kroku odecˇteme dvouprvkovou mnozˇinu {E∞(a, b), E∞(a′, b′)} od M∆ 6=0(Fp)
a dosta´va´me
M1∆ 6=0(Fp) =M∆ 6=0(Fp) \ {E∞(a, b), E∞(a′, b′)} ,
z ktere´ vybereme dalˇs´ı eliptickou krˇivku E∞(a1, b1) a dopocˇ´ıta´me kvadraticky´ twist
E∞(a′1, b′1), cˇ´ımzˇ dosta´va´me dalˇs´ı dvojici, ktera´ ”symetrii“ neporusˇ´ı.
Pokracˇujeme da´le, azˇ do k-te´ iterace. Nyn´ı jizˇ Mk∆ 6=0(Fp) = ∅.
Pozna´mka 4.5. Pocˇet semi-elipticky´ch krˇivek v mnozˇineˇ M(Fp) je p2. Podle veˇty (4.2)
plat´ı card(M∆=0(Fp)) = p, neboli pocˇet elipticky´ch krˇivek v mnozˇineˇ M(Fp) je
card(M∆ 6=0(Fp)) = p2 − p,
cozˇ je cˇ´ıslo sude´.
Zaby´vejme se nyn´ı mnozˇinou M∆=0(Fp). Vı´me, zˇe card(M∆=0(Fp)) = p a jisteˇ plat´ı
E(Fp, 0, 0) ∈M∆=0(Fp), tedy zby´vaj´ıc´ıch neelipticky´ch krˇivek je p− 1.
Hypote´za z˚usta´va´ otevrˇena´, nepodarˇilo se prozat´ım proka´zat symetrii i pro zby´vaj´ıc´ıch
p− 1 neelipticky´ch krˇivek.
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5 U´vod do topologie
Definice 5.1. Mnozˇinu T spolu se syste´mem podmnozˇin τ , neboli dvojici (T, τ) nazy´va´me
topologicky´ prostor, pra´veˇ kdyzˇ τ splnˇuje na´sleduj´ıc´ı axiomy
(i) ∅, T ∈ τ .
(ii) Sjednocen´ı libovolny´ch mnozˇin z τ patrˇ´ı do τ .
(iii) Pr˚unik jake´hokoli konecˇne´ho syste´mu mnozˇin z τ je take´ v τ .
Syste´m podmnozˇin τ se nazy´va´ topologi´ı na mnozˇineˇ T . Da´le mnozˇiny v τ nazy´va´me
otevrˇene´ mnozˇiny a jejich doplnˇky v T nazy´va´me uzavrˇene´ mnozˇiny.
Prvn´ım prˇ´ıkladem topologicke´ho prostoru mu˚zˇe by´t libovolna´ mnozˇina T spolu s nej-
mensˇ´ım mozˇny´m syste´mem τ = {∅, T}, ktery´ nazy´va´me trivia´ln´ı topologi´ı. Pokud naopak
zvol´ıme nejveˇtsˇ´ı mozˇny´ syste´m, tj. τ = 2T , kde 2T oznacˇuje potencˇn´ı mnozˇinu mnozˇiny
T , dosta´va´me diskre´tn´ı topologii.
Mı´sto za´pisu dvojice (T, τ) budeme v textu vyuzˇ´ıvat i kratsˇ´ıho oznacˇen´ı T . Vzˇdy vsˇak
uvedeme, zˇe za´pisem T je mysˇlen topologicky´ prostor.
Definice 5.2. Necht’ (T, τ) je topologicky´ prostor. Ba´z´ı B nazy´va´me takovy´ podsyste´m
topologie τ , jestlizˇe kazˇda´ mnozˇina z τ je sjednocen´ım neˇjaky´ch mnozˇin z B. Topologie
τ se pak nazy´va´ generovana´ ba´z´ı B. Kazˇda´ ba´ze ovsˇem generuje pouze jedinou topologii.
Zdroj viz skriptum [?].
Definice 5.3. Necht’ (T, τ), (S, σ) jsou topologicke´ prostory. Soucˇinovou topologi´ı τ × σ
na T × S rozumı´me topologii generovanou ba´z´ı
B = {U × V ; U ∈ τ, V ∈ σ}
Definice 5.4. Necht’ (T, τ), (S, σ) jsou topologicke´ prostory. Soucˇinem topologicky´ch pro-
stor˚u (T, τ) × (S, σ) rozumı´me karte´zsky´ soucˇin T × S vybaveny´ soucˇinovou topologi´ı
τ × σ.
Obecneˇjˇs´ı formulace uvedena v [13].
Definice 5.5. Topologicky´ prostor (T, τ) nazy´va´me souvisly´, jestlizˇe T nemu˚zˇe by´t vy-
ja´drˇeno jako sjednocen´ı dvou disjunktn´ıch otevrˇeny´ch mnozˇin v dane´ topologii τ . Pokud
plat´ı opacˇne´ tvrzen´ı, nazy´va´me prostor nesouvisly´.
Definice 5.6. Uvazˇujme topologicky´ prostor (T, τ). Mnozˇinu S ⊆ T nazy´va´me kompaktn´ı,
jestlizˇe kazˇde´ otevrˇene´ pokryt´ı obsahuje konecˇne´ podpokryt´ı.
Pozna´mka 5.1. Definice otevrˇene´ho pokryt´ı a podpokryt´ı cˇtena´rˇ snadno vyhleda´ v pu-
blikac´ıch o topologii, cˇi na internetu.
Definice 5.7. Topologicky´ prostor (T, τ) nazy´va´me Hausdorffuv nebo s Hausdorffovou
strukturou, jestlizˇe pro dva r˚uzne´ prvky t1, t2 ∈ T existuj´ı disjunktn´ı otevrˇene´ mnozˇiny
U1, U2 ∈ τ takove´, zˇe t1 ∈ U1 a t2 ∈ U2.
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Definice 5.8. Necht’ (T, τ) je topologicky´ prostor a da´le ∼ je relac´ı ekvivalence na T .
Faktorovy´m prostorem T/ ∼ rozumı´me mnozˇinu vsˇech trˇ´ıd ekvivalence T danou ∼.
Na faktorove´m prostoru T/ ∼ lze zave´st faktorovou topologii jako topologii, tvorˇenou
mnozˇinami U ⊆ T/ ∼ takovy´mi, zˇe jejich sjednocen´ı je otevrˇena´ mnozˇina v T (viz [14]).
Za´pisem T/Γ, kde Γ ⊆ T , rozumı´me faktorovy´ prostor tvorˇeny´ trˇ´ıdami, v ktery´ch
ztotozˇn´ıme vsˇechny prvky mnozˇiny Γ.
5.1 Homeomorfismus
Definice 5.9. Zobrazen´ı f : T → S mezi dveˇma topologicky´mi prostory (T, τ) a (S, σ)
se nazy´va´ homeomorfismus, jestlizˇe ma´ na´sleduj´ıc´ı vlastnosti
(i) f je bijekce.
(ii) f je spojite´.
(iii) f−1 je spojite´.
Zobrazen´ı f s teˇmito vlastnostmi se cˇasto oznacˇuje jako bi-spojite´ nebo take´ jako topolo-
gicky´ izomorfismus. Da´le rˇekneme, zˇe dva topologicke´ prostory jsou homeomorfn´ı, jestlizˇe
mezi nimi existuje homeomorfismus.
Zkouma´me-li vztahy mezi topologicky´mi prostory, zjiˇst’ujeme, zˇe homeomorfismus za-
chova´va´ topologicke´ vlastnosti stejneˇ jako izomorfismus grup zachova´va´ algebraickou
strukturu a vlastnosti grupy. Mu˚zˇeme tedy rˇ´ıci, zˇe dva homeomorfn´ı prostory jsou to-
pologicky ekvivalentn´ı. Veˇnujme se nyn´ı precizneˇji vlastnostem homeomorfismu.
Uvazˇujme homeomorfismus f : S → T mezi topologicky´mi prostory (S, τS) a (T, τT ),
potom f zachova´va´
(a) kompaktnost,
(b) souvislost,
(c) Hausdorffovu strukturu,
(d) fundamenta´ln´ı grupu.
Prˇ´ıklad 5.1. (Homeomorfismus)
• Otevrˇeny´ interval (−1, 1) je homeomorfn´ı s R. Bi-spojita´ funkce je da´na vztahem
f(x) = tg (
pi
2
x).
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• Jednotkova´ kruzˇnice a jednotkovy´ cˇtverec v rovineˇ jsou homeomorfn´ı.
• Sfe´ra Sn s jedn´ım vyjmuty´m bodem je homeomorfn´ı s Rn.
Homeomorfismus je da´n jako stereograficka´ projekce, viz prˇ´ıklad (5.4).
• Rm a Rn jsou homeomorfn´ı jen pro m = n.
Jako prˇ´ıklad si nejdrˇ´ıve vezmeˇme funkci f : R→ R2 a prˇedpokla´dejme opak. Tedy,
zˇe prostory R a R2 jsou homeomorfn´ı. Definujme, zˇe bod 0 ∈ R se zobraz´ı na pocˇa´tek
soustavy sourˇadnic (0, 0) ∈ R2. Nyn´ı bychom museli nesouvislou mnozˇinu R \ {0}
zobrazit na R2 \ {(0, 0)}, ktera´ ovsˇem souvisla´ je. Z poznatku, zˇe homeomorfismus
zachova´va´ souvislost, dosta´va´me rozpor a tedy R a R2 nemohou by´t homeomorfn´ı.
Podobneˇ mu˚zˇeme obecneˇ doka´zat, zˇe prostory Rm a Rn nejsou homeomorfn´ı pro
m 6= n.
5.2 Homotopie
Mozˇny´m zp˚usobem jak zkoumat topologicke´ prostory je sledovat jak se mohou deformovat
jednotlive´ oblouky v prostoru do jiny´ch. Discipl´ınou zaby´vaj´ıc´ı se touto problematikou
je teorie homotopi´ı (viz [3]), ktera´ umozˇnˇuje zkoumat souvislost topologicky´ch prostor˚u
v jine´m pojet´ı. Prˇistupme nejdrˇ´ıve k definici oblouku.
Definice 5.10. Uvazˇujme topologicky´ prostor (T, τ). Obloukem γ(s) s pocˇa´tkem v bodeˇ
x0 ∈ T a koncem v bodeˇ x1 ∈ T rozumı´me spojite´ zobrazen´ı
γ : 〈0, 1〉 → T
takove´, zˇe
γ(0) = x0 ∧ γ(1) = x1
Se zaveden´ım pojmu oblouku mu˚zˇeme definovat nove´ pojet´ı souvislosti prostoru.
Rˇekneme, zˇe topologicky´ prostor T je obloukoveˇ souvisly´, jestlizˇe vzˇdy existuje oblouk
γ(s) mezi libolny´mi body x0, x1 ∈ T . Plat´ı veˇta, zˇe kazˇdy´ obloukoveˇ souvisly´ topologicky´
prostor je souvisly´, avsˇak neplat´ı obra´cena´ implikace. Protiprˇ´ıkladem mu˚zˇe by´t tzv. to-
pologicky´ sinus, neboli prostor T s topologi´ı τ indukovanou R2, kde T je definovany´ jako
graf funkce f(x) = sin( 1
x
) spolu s bodem (0, 0) ∈ R2. Nen´ı totizˇ mozˇne´ vytvorˇit oblouk
z bodu (0, 0) do bodu funkce f(x).
Definujme da´le skla´da´n´ı oblouk˚u na´sledovneˇ.
Definice 5.11. Uvazˇujme dva oblouky α, β takove´, zˇe α(1) = β(0). Slozˇen´ım oblouk˚u
α, β nazveme oblouk γ(s) takovy´, zˇe
γ(s) = α(s) ◦ β(s) =
α(2s), 0 ≤ s ≤
1
2
β(2s− 1), 1
2
≤ s ≤ 1
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Slozˇen´ı oblouk˚u jako operace nen´ı asociativn´ı, avsˇak pomoc´ı reparametrizace lze asoci-
ativity dosa´hnout. Dosta´va´me se tak jizˇ k apara´tu, jak popsat spojite´ deformace jednoho
oblouku na druhy´.
Pokud nyn´ı vezmeme specia´ln´ı oblouky α, β takove´, zˇe α(0) = β(0) a α(1) = β(1), tj.
oblouky se sply´vaj´ıc´ımi krajn´ımi body, mu˚zˇeme jizˇ zave´st specia´ln´ı relaci mezi oblouky.
Definice 5.12. Uvazˇujme topologicky´ prostor T a definujme relaci α ∼ β (α je homo-
topicky´ s β), pokud se α da´ spojiteˇ deformovat do β prˇi pevny´ch konc´ıch, tj. existuje-li
zobrazen´ı Φ : 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 → T takove´, zˇe
Φ(s, 0) = α(s) ∧ Φ(s, 1) = β(s)
Φ(0, t) = α(0) = β(0) ∧ Φ(1, t) = α(1) = β(1)
Takovou spojitou deformaci z oblouku α do β nazy´va´me homotopi´ı.
5.2.1 Fundamenta´ln´ı grupa
Zaby´vejme se nyn´ı d˚ulezˇitou skupinou oblouk˚u, ktere´ nazy´va´me smycˇky. Uvazˇujeme tedy
takove´ oblouky γ, pro ktere´ plat´ı γ(0) = γ(1) = P ∈ T . Bod P pak nazveme ba´zovy´m
bodem smycˇky γ.
Homotopie je relace ekvivalence na mnozˇineˇ vsˇech smycˇek z topologicke´ho prostoru T
a tedy indukuje rozpad do trˇ´ıd ekvivalence, ktere´ oznacˇ´ıme [γ]. V kazˇde´ trˇ´ıdeˇ [γ] jsou tedy
vsˇechny smycˇky γ(t), ktere´ jsou navza´jem homotopicke´. Na mnozˇineˇ vsˇech homotopicky´ch
trˇ´ıd smycˇek lze zave´st operaci skla´da´n´ı ◦ stejneˇ, jako skla´da´n´ı smycˇek. Necht’ [α], [β] jsou
trˇ´ıdy smycˇek s ba´zovy´m bodem P , pak
[α] ◦ [β] = [α ◦ β]
Definice 5.13. Uvazˇujme topologicky´ prostor (T, τ). Mnozˇina vsˇech trˇ´ıd ekvivalence
homotopie smycˇek s ba´zovy´m bodem P spolu s operac´ı skla´da´n´ı ◦ tvorˇ´ı grupu, kterou
nazy´va´me fundamenta´ln´ı grupa a znacˇ´ıme ji
(pi1(T, P ), ◦) = ({[γ]; γ(s) je smycˇka v T s ba´zovy´m bodem P} , ◦)
Pozna´mka 5.2. K d˚ukazu. K oveˇrˇen´ı asociativity vyuzˇijeme vlastnosti, zˇe reparametri-
zace oblouku (smycˇky) je specia´ln´ım prˇ´ıpadem homotopie. Neutra´ln´ım prvkem je trˇ´ıda
smycˇek [], kde (s) = P, 0 ≤ s ≤ 1, cozˇ je smycˇka stazˇena´ do jednoho bodu. Da´le
inverzn´ım prvkem ke kazˇde´ trˇ´ıdeˇ smycˇek [γ] je trˇ´ıda [γ−1], kde γ−1 je smycˇka parametri-
zovana´ v opacˇne´m smeˇru.
Da´ se uka´zat, zˇe na volbeˇ ba´zove´ho bodu P neza´lezˇ´ı. Du˚vodem je fakt, zˇe pokud
vezmeme dveˇ fundamenta´ln´ı grupy pi1(T, P ) a pi1(T,Q), kde P,Q jsou r˚uzne´ ba´zove´ body,
potom grupy pi1(T, P ) a pi1(T,Q) jsou izomorfn´ı. Stacˇ´ı tedy oznacˇovat fundamenta´ln´ı
grupu 5 jako pi1(T ).
5Fundamenta´ln´ı grupa je oznacˇova´na take´ jako prvn´ı homotopicka´ grupa, z cˇehozˇ plyne index 1
u oznacˇen´ı pi1. Zobecneˇn´ı je mozˇne´ nale´zt naprˇ. v [3].
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Prˇ´ıklad 5.2.
• Jizˇ intuitivneˇ je jasne´, zˇe kazˇdou smycˇku v eukleidovsky´ch prostorech Rn mu˚zˇeme
sta´hnout do jednoho bodu, tud´ızˇ jsou Rn homotopicky trivia´ln´ı, tj. pi1(Rn) = [].
• Za prostor T zvolme kruzˇnici S1. Oznacˇme γn(s), n ∈ Z smycˇku, ktera´ se pro n > 0
obtocˇ´ı n kra´t doleva okolo kruzˇnice S1 a pro n < 0 se obtocˇ´ı |n| kra´t doprava. Pro
n = 0 je γn(s) = . Dosta´va´me tedy syste´m trˇ´ıd [γn], n ∈ Z a pro kompozici trˇ´ıd
smycˇek ◦ plat´ı
[γn] ◦ [γm] = [γn+m].
Tedy pi1(S1) = ({[γn], n ∈ Z} , ◦). S vyuzˇit´ım izomorfismu [γn] ∈ pi1(S1) → n ∈ Z
mu˚zˇeme psa´t prˇ´ımo pi1(S1) = Z.
Veˇta 5.1. Necht’ (T, τ) a (S, σ) jsou topologicke´ prostory a pi1(T ), pi1(S) prˇ´ıslusˇne´ fun-
damenta´ln´ı grupy. Potom plat´ı
pi1(T × S) = pi1(T )⊕ pi1(S)
Du˚kaz 5.1. Pocˇ´ıta´me pi1(T ×S) = pi1({[γ]; γ(t, s), t ∈ T, s ∈ S}) a d´ıky homotopii mu˚zˇe-
me popisovat smycˇky jen jako zobrazen´ı bud’ promeˇnne´ t nebo s a tedy mu˚zˇeme psa´t
pi1({[γ]; γ(t, s), t ∈ T, s ∈ S}) = {([γ1], [γ2]); [γ1] ∈ pi1(T ), [γ2] ∈ pi1(S)} = pi1(T )⊕ pi1(S)
Prˇ´ımy´ soucˇet grup zde sply´va´ s karte´zsky´m soucˇinem mnozˇin.
Prˇistupme k vy´pocˇtu fundamenta´ln´ı grupy toru6 T 2. S vyuzˇit´ım znalosti pi1(S1) = Z
mu˚zˇeme fundamenta´ln´ı grupu prostoru T 2 spocˇ´ıst podle veˇty (5.1) na´sledovneˇ
pi1(T 2) = pi1(S1 × S1) = Z× Z
Mnozˇina trˇ´ıd homotopi´ı smycˇek na toru je tedy izomorfn´ı s Z× Z a tedy kazˇdou smycˇku
na toru mu˚zˇeme popisovat pomoc´ı dvojice cely´ch cˇ´ısel, kde prvn´ı (druhe´) cele´ cˇ´ıslo uda´va´
pocˇet obtocˇen´ı smycˇky okolo prvn´ı (druhe´) kruzˇnice S1 a zname´nko urcˇuje smysl ota´cˇen´ı.
5.3 Hladke´ variety
Objektem za´jmu te´to podkapitoly bude zaveden´ı novy´ch struktur k topologicky´m pro-
stor˚um. Zameˇrˇ´ıme se nejdrˇ´ıve na topologicke´ variety, jejichzˇ vlastnost´ı je
”
loka´ln´ı podob-
nost“ s prostorem Rn, kterou prˇesneˇji vymez´ıme v na´sleduj´ıc´ı definici.
Definice 5.14. Topologickou varietou dimenze n nazy´va´me takovy´ Hausdorffuv topolo-
gicky´ prostor (T, τ) se spocˇetnou ba´z´ı, jestlizˇe ke kazˇde´mu bodu t ∈ T existuje jeho okol´ı
O(t), ktere´ je homeomorfn´ı s Rn.
Ekvivalentneˇ take´ pro kazˇde´ t ∈ T mu˚zˇeme naj´ıt otevrˇenou mnozˇinu U ⊆ T obsahuj´ıc´ı
t, da´le otevrˇenou mnozˇinu U¯ ⊆ Rn a homeomorfismus f : U → U¯ .
6Zaveden´ı toru viz definice (5.19).
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Pozna´mka 5.3. V textu budeme cˇasto vyuzˇ´ıvat oznacˇen´ı topologicka´ varieta mı´sto to-
pologicka´ varieta dimenze n.
Ke studiu funkc´ı na topologiky´ch varieta´ch je trˇeba prˇidat nav´ıc, tzv. C∞-strukturu
k jejich topologii.
Definice 5.15. Necht’ (T, τ) je topologicka´ varieta dimenze n. Mapou C na topologicke´
varieteˇ (T, τ) nazy´va´me dvojici (U, φ) splnˇuj´ıc´ı
(i) U ∈ τ , (U je otevrˇena´ mnozˇina v T )
(ii) φ : T → Rn je homeomorfismus, (φ(U) je otevrˇena´ mnozˇina v Rn)
Prˇi zadane´ mapeˇ C = (U, φ) definujme sourˇadnice bodu P ∈ U ⊂ T jako karte´zske´
sourˇadnice bodu φ(P ) ∈ φ(U) ⊂ Rn. Slozˇky φ(P ), kde P ∈ U definuj´ı mnozˇinu n rea´lny´ch
funkc´ı na otevrˇene´ mnozˇineˇ U , ktere´ nazy´va´me funkce sourˇadnic.
Nyn´ı jsme schopni prˇena´sˇet cˇa´sti topologicky´ch prostor˚u do zna´me´ho prostoru Rn.
Chteˇli bychom vsˇak pomoc´ı map pokry´t cely´ prostor T . Je zrˇejme´, zˇe pokud syste´m
otevrˇeny´ch mnozˇin U ma´ by´t pokryt´ım T , budou se mnozˇiny U map C prˇekry´vat. T´ımto
jsme vedeni k na´sleduj´ıc´ı definici.
Definice 5.16. Necht’ C1 = (U1, φ1) a C2 = (U2, φ2) jsou mapy na topologicke´ varieteˇ
(T, τ). Potom C1 a C2 nazveme C∞-slucˇitelne´, jestlizˇe
(i) U1 a U2 jsou disjunktn´ı nebo plat´ı
(ii) zobrazen´ı φ1◦φ−12 : φ2(U1∩U2)→ φ1(U1∩U2) a φ2◦φ−11 : φ1(U1∩U2)→ φ2(U1∩U2)
jsou libovolneˇ hladke´ funkce, cˇili trˇ´ıdy C∞.
Obrazy funkc´ı φ1(U1) i φ2(U2) jsou cˇa´sti prostoru Rn a funkce φ1 ◦ φ−12 a φ2 ◦ φ−11
nazy´va´me prˇechodove´ funkce, cozˇ jsou rea´lne´ funkce n promeˇnny´ch.
Jizˇ je vsˇe prˇichysta´no k vytvorˇen´ı syste´mu map, ktere´ pokryj´ı cely´ prostor T .
Definice 5.17. C∞-atlasem A topologicke´ varieteˇ (T, τ) rozumı´me syste´m map
Ci = (Ui, φi), kde i prob´ıha´ neˇjakou indexovou mnozˇinu I a plat´ı, zˇe syste´m Ui tvorˇ´ı
pokryt´ı T a vsˇechny mapy Ci jsou vza´jemneˇ C∞-slucˇitelne´.
Mapu C = (U, φ) na topologicke´ varieteˇ (T, τ) nazy´va´me kompatibiln´ı s C∞-atlasem
A, jestlizˇe po prˇida´n´ı mapy C k atlasu A vznika´ opeˇt C∞-atlas. Maxima´ln´ım C∞-atlasem
Amax nebo take´ hladkou C∞-strukturou na T pak rozumı´me takovy´ C∞-atlas, ktery´ ob-
sahuje vsˇechny mapy s n´ım kompatibiln´ı.
Vyvrcholen´ım te´to kapitoly je zaveden´ı pojmu hladke´ variety pomoc´ı topologicke´ va-
riety a syste´mu map na n´ı zavedeny´ch.
Definice 5.18. Hladkou varietou nebo jen varietou rozumı´me dvojici (T,Amax), kde (T, τ)
je topologicka´ varieta a Amax je maxima´ln´ı C∞-atlas.
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Veˇta 5.2. Necht’ (T, τ) je topologicka´ varieta, potom plat´ı na´sleduj´ıc´ı tvrzen´ı. Kazˇdy´
C∞-atlas A na (T, τ) je obsazˇen v jedine´m maxima´ln´ım C∞-atlasu Amax.
Du˚kaz 5.2. Du˚kaz je uveden v [5].
Pozna´mka 5.4. Vyuzˇijeme-li k zaveden´ı hladke´ variety map, ktere´ jsou Cr-slucˇitelne´,
kde r ∈ R, neboli prˇechodove´ funkce jsou trˇ´ıdy Cr, dosta´va´me tak sˇirsˇ´ı skupinu vhodny´ch
map a zaveden´ı hladke´ variety probeˇhne stejny´m zp˚usobem od definice 5.15 do 5.18.
Stacˇ´ı na´m tedy na topologicke´ varieteˇ (T, τ) zadat neˇjaky´ C∞-atlas a okamzˇiteˇ tak
dosta´va´me hladkou C∞-strukturu na T .
Prˇ´ıklad 5.3. Prostor Rn spolu s atlasem, ktery´ obsahuje jen jednu mapu C = (U, iRn),
kde iRn je identita na Rn, je hladkou varietou.
Prˇ´ıklad 5.4. Pro n-sfe´ru Sn
Sn =
{
x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1;
n+1∑
i=1
x2i = 1
}
jizˇ nen´ı mozˇne´ zave´st jedinou mapu, ktera´ by ji pokry´vala celou. Je vsˇak mozˇne´ uka´zat,
zˇe Sn je varieta s pomoc´ı dvou stereograficky´ch projekc´ı, ktere´ mapuj´ı otevrˇene´ mnozˇiny
U1 = Sn \ {N} a U2 = Sn \ {S} na Rn, kde N je severn´ı a S jizˇn´ı po´l sfe´ry. Provedeme
konstrukci zobrazen´ı jen pro n = 1, viz obra´zek 20.
Obra´zek 20: Stereograficke´ projekce ze severn´ıho i jizˇn´ıho po´lu
Oznacˇme r jako vzda´lenost bod˚u M a P . Prvn´ı mapu C1 = (U1, φ1) dosta´va´me projekc´ı
ze severn´ıho po´lu N , kde zobrazen´ı φ1 : U1 → R mapuj´ıc´ı bod P ∈ S1 na P ′ ∈ R, ktery´
lezˇ´ı na rea´lne´ prˇ´ımce y = 0, je da´no na´sledovneˇ
x =
2r
tg ϕ
2
, ϕ 6= 0 (5.8)
Druhou mapu C2 = (U2, φ2) obdrzˇ´ıme projekc´ı z jizˇn´ıho po´lu S, kde podle obr.20 dosta´-
va´me φ2 : U2 → R, ktere´ mapuje P na bod P ′′ ∈ R, lezˇ´ıc´ı na prˇ´ımce y = 2.
x =
2r
cotg ϕ
2
= 2r tg
ϕ
2
, ϕ 6= pi (5.9)
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Vy´pocˇtem prˇechodovy´ch funkc´ı φ1 ◦ φ−12 : R → R a φ2 ◦ φ−11 : R → R oveˇrˇ´ıme, zˇe mapy
C1 a C2 jsou C∞-slucˇitelne´. Vyuzˇijeme inverz´ı φ−11 : (0, 2pi) → S1 a φ−12 : (−pi, pi) → S1
a dosta´va´me pro obeˇ prˇechodove´ funkce
φ1 ◦ φ−12 (x) = φ2 ◦ φ−11 (x) =
4r2
x
, x 6= 0
Prˇechodove´ funkce jsou tedy na R\{0} jisteˇ trˇ´ıdy C∞. Vznika´ tak C∞-atlas A = {C1, C2},
jenzˇ je podle veˇty (5.2) obsazˇen v jedine´m maxima´ln´ım C∞-atlasu, ktery´ spolu s prostorem
S1 tvorˇ´ı hladkou varietu.
Dalˇs´ım vy´znamny´m prˇ´ıkladem hladke´ variety je pra´veˇ torus, jehozˇ definici z pohledu
topologie uva´d´ıme nyn´ı.
Definice 5.19. 2-torus nebo jen torus T 2 definujeme jako soucˇin topologicky´ch prostor˚u
dvou 1-sfe´r
T 2 = S1 × S1.
Oznacˇme dveˇ 1-sfe´ry S11 a S12. Uka´zˇeme, zˇe torus T 2 jako soucˇin topologicky´ch prostor˚u
je hladkou varietou dimenze 2. Vyuzˇijeme prˇ´ıkladu (5.4), kde jsme proka´zali, zˇe S1 ⊆ R2
s topologi´ı zdeˇdeˇnou z R2 je Hausdorffuv prostor se spocˇetnou ba´z´ı.
Pro libovolny´ bod P = (p1, p2) ∈ T 2 najdeme dvojici otevrˇeny´ch mnozˇin (U1, U2), kde
U1 ⊂ S11 a U2 ⊂ S12 a zvol´ıme vhodnou dvojici stereograficky´ch projekc´ı z (5.8) nebo (5.9)
jako funkc´ı fi : Ui → U¯i, kde U¯i ⊆ R, i = 1, 2. Dosta´va´me tak zobrazen´ı
f = f1 × f2 : U1 × U2 → R× R,
kde funkce f je homeomorfismus po slozˇka´ch. Topologicky´ prostor S11 × S12 je tedy topo-
logickou varietou dimenze 2.
Pro zaveden´ı hladke´ C∞-struktury na toru je trˇeba proka´zat, zˇe libovolne´ dveˇ mapy
C1 = (U1×U2, f1×f2) a C2 = (V1×V2, g1×g2) jsou C∞-slucˇitelne´, kde U1×U2, V1×V2 ∈ T 2
a f = f1 × f2, g = g1 × g2 jsou prˇ´ıslusˇne´ homeomorfismy. Prˇechodova´ funkce f ◦ g−1
f ◦ g−1 = (f1 × f2) ◦ (g1 × g2)−1 = (f1 ◦ g−11 )× (f2 ◦ g−12 )
je po slozˇka´ch funkc´ı trˇ´ıdy C∞. Pro prˇechodovou funkci g ◦ f−1 postupujeme obdobneˇ.
T´ım jsme zavedli C∞-atlas na toru a vyuzˇit´ım veˇty (5.2) dosta´va´me C∞-strukturu na
toru. Z´ıska´va´me tak uceleny´ prˇehled o topologicky´ch vlastnostech toru.
Pozna´mka 5.5. (Oznacˇen´ı) V literaturˇe se cˇasto uva´d´ı definice n-toru T n jako soucˇinu
n 1-sfe´r. Vystacˇ´ıme vsˇak s definic´ı jen pro torus dimenze 2. V dalˇs´ım textu sjednot´ıme
oznacˇen´ı a pro zjednodusˇen´ı budeme psa´t jen T mı´sto T 2.
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6 Izometrie a algebraicka´ definice toru
Prˇedmeˇtem za´jmu te´to kapitoly bude zejme´na specia´ln´ı typ zobrazen´ı rea´lne´ roviny R2
opeˇt na rea´lnou rovinu a vy´znam takove´ho zobrazen´ı prˇi studiu dvourozmeˇrny´ch variet.
Na R2 meˇrˇ´ıme prˇirozeneˇ vzda´lenost mezi body P = (x1, y1) a Q = (x2, y2) pomoc´ı euklei-
dovske´ metriky ρ(P,Q), ktera´ je da´na
ρ(P,Q) =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
Rea´lna´ rovina R2 spolu s metrikou ρ(P,Q) tvorˇ´ı metricky´ prostor.
Definice 6.1. Zobrazen´ı f : R2 → R2 nazy´va´me izometrie, pra´veˇ kdyzˇ zachova´va´
vzda´lenost ρ(P,Q), tj. plat´ı
ρ(f(P ), f(Q)) = ρ(P,Q), ∀P,Q ∈ R2
Na rea´lnou rovinu je mozˇne´ nahl´ızˇet jako na prostor komplexn´ıch cˇ´ısel C. Vyja´drˇen´ı
izometri´ı pomoc´ı funkc´ı komplexn´ı promeˇnne´ zjednodusˇuje vy´razy a usnadnˇuje vy´pocˇet,
proto v dalˇs´ım textu vyuzˇijeme teˇchto vy´hod a prˇ´ıklady izometri´ı a neˇktere´ dalˇs´ı vy´pocˇty
uvedeme v komplexn´ı aritmetice. Klasicke´ vyja´drˇen´ı je mozˇno vyhledat naprˇ. v [2].
Za´kladn´ımi izometriemi jsou
1. Posunut´ı bodu z ∈ C o c = (a+ bı) ∈ C je da´no funkc´ı pc(z) = pa+bı(z)
pa+bı(z) = a+ bı+ z
2. Zrcadlen´ı bodu z ∈ C okolo rea´lne´ osy v Gaussoveˇ rovineˇ je da´no funkc´ı r(z)
r(z) = z,
kde z znacˇ´ı cˇ´ıslo komplexneˇ sdruzˇene´ k z.
3. Otocˇen´ı bodu z ∈ C okolo pocˇa´tku soustavy sourˇadnic o u´hel θ je da´no funkc´ı oθ(z)
oθ(z) = e
iθz = (cos θ + ı sin θ) z
Jestlizˇe f a g jsou izometrie, pak take´ jejich slozˇen´ı fg je izometrie a je definova´no
jako obvykle´ skla´da´n´ı zobrazen´ı, tedy f po g. Nyn´ı je mozˇne´ uvazˇovat syste´my r˚uzny´ch
izometri´ı a zapojit prostrˇedky teorie grup.
Veˇta 6.1. Mnozˇina vsˇech posunut´ı P = {pc; c ∈ C} v rea´lne´ rovineˇ tvorˇ´ı grupu.
Du˚kaz 6.1. V kazˇde´m ze trˇ´ı krok˚u d˚ukazu prˇedpokla´dejme bod z ∈ C, na ktery´ apliku-
jeme posunut´ı.
a) (Asociativita) Uvazˇujme posunut´ı pc, pd, pe ∈ P a dosta´va´me
pc(pdpe)⇒ z pe→ z + e pd→ z + e+ d pc→ z + e+ d+ c,
(pcpd)pe ⇒ z pd→ z + d pc→ z + d+ c pe→ z + d+ c+ e,
d´ıky komutativiteˇ komplexn´ıch cˇ´ısel plat´ı pc(pdpe) = (pcpd)pe.
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b) (Ex. neutra´ln´ıho prvku) Pro kazˇde´ posunut´ı pc existuje nulove´ posunut´ı 0p = p0+0ı,
0ppc ⇒ z pc→ z + c 0p→ z + c
pc0p ⇒ z p0→ z pc→ z + c.
Plat´ı tedy 0ppc = pc0p = pc.
c) (Ex. inverzn´ıho prvku) Pro kazˇde´ posunut´ı pc existuje inverze p
−1
c = p−c,
pcp
−1
c ⇒ z p
−1
c→ z − c pc→ z
p−1c pc ⇒ z pc→ z + c p
−1
c→ z
a dosta´va´me pcp
−1
c = p
−1
c pc = 0p.
6.1 Faktorove´ prostory
Povsˇimneˇme si, zˇe neˇktere´ zna´me´ geometricke´ u´tvary v trˇ´ırozmeˇrne´m prostoru je mozˇne´
vytvorˇit r˚uzny´m
”
slepen´ım“ rea´lne´ roviny R2. Nav´ıc pro popis teˇchto objekt˚u je d˚ulezˇite´,
abychom zachovali vlastnost loka´ln´ı podobnosti s R2. Takovy´m u´tvarem je naprˇ´ıklad
va´lec. Stacˇ´ı vz´ıt prouzˇek R2, rˇekneˇme vsˇechny body mezi prˇ´ımkami x = 0 a x = 1,
vcˇetneˇ teˇchto prˇ´ımek a ztotozˇnit dvojice bod˚u (0, y) s (1, y). T´ım docha´z´ı ke spojen´ı
konc˚u prouzˇku a vy´sledny´ prostor si mu˚zˇeme prˇedstavovat jako va´lec o neomezene´ de´lce.
Avsˇak nab´ız´ı se lepsˇ´ı zp˚usob jak zkonstruovat va´lec, nebot’ vy´beˇr prouzˇku byl na´hodny´
z mnoha variant a vy´beˇr zahrnuje jen cˇa´st rea´lne´ roviny. V dalˇs´ım textu prostudujeme
tento prˇ´ıstup a pop´ıˇseme vznikle´ prostory.
Zp˚usobem, jak algebraicky popsat zmı´neˇny´ proces, je definovat noveˇ vznikle´ prostory
jako faktorove´ prostory dane´ faktorizac´ı rea´lne´ roviny R2 a mnozˇiny izometri´ı Γ. Pro tyto
prostory zaved’me oznacˇen´ı S = R2/Γ. Prvky prostor˚u S jsou mnozˇiny bod˚u P ∈ R2,
ktere´ jsou neˇjaky´m zp˚usobem ztotozˇneˇny.
Prvky s ∈ S jsou tedy syste´my bod˚u z rea´lne´ roviny R2, ktere´ budeme nazy´vat Γ-orbity
bodu P = (x, y) ∈ R2. Takove´ prvky oznacˇ´ıme zkra´ceneˇ ΓP , kde
ΓP = {g(P ); g ∈ Γ} .
Zobrazen´ı, ktere´ ke kazˇde´mu bodu P = (x, y) ∈ R2 prˇiˇrad´ı jeho Γ-orbitu, nazy´va´me
orbita´ln´ı zobrazen´ı.
Ke kompletn´ımu popisu prostor˚u S je nutne´ prˇipojit vy´znam vzda´lenosti na teˇchto
prostorech. Dı´ky definova´n´ı S jako faktorove´ho prostoru se zachova´va´ loka´ln´ı podobnost
s rea´lnou rovinou a loka´lneˇ take´ mu˚zˇeme meˇrˇit vzda´lenosti pomoc´ı apara´tu zdeˇdeˇne´ho
z R2. Zava´d´ıme pro prostor S funkci dS : S2 → R2 takto
dS(ΓP,ΓQ) = min {ρ(P ′, Q′); P ′ ∈ ΓP, Q′ ∈ ΓQ} ,
kde ρ je eukleidovska´ metrika.
Pro na´zornost mu˚zˇeme prostor S vizualizovat v cˇa´sti rea´lne´ roviny, ktera´ obsahuje
nejvy´sˇe jednoho reprezentanta kazˇde´ Γ-orbity ve sve´m vnitrˇku. Takovou cˇa´st roviny bu-
deme nazy´vat za´kladn´ı oblast.
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Dokoncˇeme prˇ´ıklad z u´vodu te´to podkapitoly. Pro algebraickou konstrukci va´lce V
zvol´ıme za Γ grupu vsˇech celocˇ´ıselny´ch posunut´ı v rea´lne´ ose x, tj. Γ = {pn+0ı; n ∈ Z}.
Mu˚zˇeme proto psa´t V = R2/Γ. Kazˇdy´ bod va´lce v ∈ V je tedy da´n jako syste´m bod˚u
v =
{
(x+ n, y) ∈ R2; n ∈ Z} ,
cozˇ je stejna´ Γ-orbita pro vsˇechny body (x + n, y) ∈ R2, kde vol´ıme n. Docha´z´ı tedy
k identifikaci bod˚u v rea´lne´ rovineˇ a takovy´ proces si mu˚zˇeme prˇedstavovat, jako bychom
srolovali celou rovinu azˇ do tvaru va´lce. Za´kladn´ı oblast´ı mu˚zˇe by´t naprˇ´ıklad prouzˇek
rea´lne´ roviny mezi prˇ´ımkami x = 0 a x = 1.
Na torus mu˚zˇe by´t nyn´ı nahl´ızˇeno jako na plochu, ktera´ vznikne srolova´n´ım rea´lne´
roviny do va´lce a nav´ıc spojen´ım proteˇjˇs´ıch konc˚u. Mu˚zˇeme proto uvazˇovat obecneˇ o toru7
jako o faktorove´m prostoru T = R2/Γ, kde Γ je grupa generovana´ posunut´ımi v r˚uzny´ch
smeˇrech pa a pb. Cˇili za´kladn´ı oblast´ı pro torus T by byl libovolny´ rovnobeˇzˇn´ık.
7Vzhledem k uvedene´ konstrukci va´lce V je mozˇne´ definovat torus T take´ jako faktorizaci V/Γ, kde Γ
je grupa posunut´ı, avsˇak ve smeˇru r˚uzne´m od posunut´ı prvn´ıho.
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7 Geometrie toru
Pro praktickou implementaci a vizualizaci budeme vyuzˇ´ıvat geometricke´ho popisu toru
T ⊂ R3 jako plochy f(r, s) v R3, ktera´ je popsa´na pomoc´ı parametricky´ch rovnic
x = (c+ d cos s) cos r
y = (c+ d cos s) sin r (7.10)
z = d sin s
Parametry zobrazen´ı jsou r, s ∈ (−pi, pi) a da´le volitelne´ c, d ∈ R, pro ktere´ plat´ı c > d.
Toto je prˇirozena´ podmı´nka, pokud chceme zachovat topologicke´ vlastnosti. Pevneˇ dane´
c a d totizˇ urcˇuj´ı polomeˇry kruzˇnic zna´zorneˇny´ch na obra´zku 21.
Obra´zek 21: Pevne´ parametry c a d
7.1 Transformace rea´lne´ roviny
K prˇenesen´ı libovolny´ch geometricky´ch u´tvar˚u z rea´lne´ roviny na torus vyuzˇijeme jeho pa-
rametricky´ch rovnic. Tedy obecneˇ pracujeme se zobrazen´ım f : R2 → R3. Avsˇak abychom
mohli vyuzˇ´ıt parametrizace toru, bude trˇeba zobrazen´ı zu´zˇit na f : (−pi, pi)2 → R3, cˇili
z rea´lne´ roviny vyjmeme otevrˇeny´ cˇtverec (−pi, pi)× (−pi, pi), ktery´ je reprezentativn´ı ob-
last´ı cele´ rea´lne´ roviny. Nezˇ funkci f vyuzˇijeme, je trˇeba jesˇteˇ nale´zt vhodne´ transformace
rea´lne´ roviny obecneˇ na oblast jednotkove´ho otevrˇene´ho cˇtverce I2
I2 =
{
x ∈ R2; 0 < xi < 1
}
,
z ktere´ho jizˇ linea´rn´ı transformac´ı stejnolehlosti mu˚zˇeme snadno dostat pozˇadovanou ob-
last cˇtverce (−pi, pi)× (−pi, pi).
V programove´ implementaci vsˇak vyuzˇijeme prˇ´ımo transformace rea´lne´ roviny na
cˇtverec (−pi, pi)2. Zkonstruujme tedy pro celou rea´lnou rovinu R2 funkci g : R2 3 (x, y) 7→
(r, s) ∈ (−pi, pi)2 na´sledovneˇ
r = 2 arctg x (7.11)
s = 2 arctg y, (7.12)
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kde x, y ∈ R a r, s ∈ (−pi, pi).
Funkce g je zrˇejmeˇ spojita´ a za´rovenˇ bijekc´ı a inverze g−1
x = tg
r
2
(7.13)
y = tg
s
2
, (7.14)
je spojita´ pro ( r
2
, s
2
) ∈ (−pi
2
, pi
2
). Funkce g je tedy homeomorfismus mezi topologicky´mi
prostory R2 a (−pi, pi)2 a tyto prostory jsou topologicky ekvivalentn´ı.
Uvazˇujme nyn´ı mnozˇinu X1 ⊆ R2 a zu´zˇen´ı zobrazen´ı g na podmnozˇinu X1 oznacˇme
h = g|X1 . Zvolme za X1 nejdrˇ´ıve prˇ´ımku procha´zej´ıc´ı body P = (p1, p2), Q = (q1, q2) ∈ R2.
Ma´me tedy mnozˇinu
X1 =
{
(x, y) ∈ R2; −(q2 − p2)x+ (q1 − p1)y + p1q2 − p2q1 = 0
}
,
kterou pomoc´ı funkce h : X1 → (−pi, pi)2 transformujeme na mnozˇinu X2 = h(X1).
X2 =
{
(r, s) ∈ (−pi, pi)2; −(q2 − p2) tg r
2
+ (q1 − p1) tg s
2
+ p1q2 − p2q1 = 0
}
Prˇ´ıklad 7.1. (Vizualizace transformac´ı) Polozˇme P = (−1.2, 2.16) a Q = (1,−1.73).
Obra´zek 22: X1 Obra´zek 23: X2
Vyja´drˇen´ım parametru s jako funkce r z rovnice pro transformovanou prˇ´ımku X2
dosta´va´me vztah
s(r) = 2 arctg
(q2 − p2) tg r2 + p2q1 − p1q2
q1 − p1 , r ∈ (−pi, pi).
Nyn´ı dosazen´ım do parametricky´ch rovnic toru (7.10) vytvorˇ´ıme jednoparametricky´
syste´m rovnic popisuj´ıc´ı prˇ´ımku na toru. Takto vzniklou mnozˇinu oznacˇ´ıme X3.
X3 =
(x, y, z) ∈ R3;
x = (c+ d cos s(r)) cos r
y = (c+ d cos s(r)) sin r
z = d sin s(r)
, r ∈ (−pi, pi)
 (7.15)
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Pokracˇujme v prˇ´ıkladu (7.1). Za volitene´ parametry toru vezmeˇme c = 4 a d = 2,
potom zna´zorneˇn´ı mnozˇiny X3 je na na´sleduj´ıc´ıch dvou obra´zc´ıch.
Obra´zek 24: X3 Obra´zek 25: X3
Prˇ´ıklad 7.2. Polozˇme P = (−1.2, 2.16), Q = (3, 5).
Obra´zek 26: X1 Obra´zek 27: X2 Obra´zek 28: X3
7.2 Prˇenesen´ı semi-elipticky´ch krˇivek na polem R
Stejny´ postup, ktery´ byl aplikova´n pro prˇena´sˇen´ı rea´lny´ch prˇ´ımek na torus, mu˚zˇe by´t
pouzˇit i pro prˇenesen´ı libovolne´ krˇivky z R2. Provedeme zde konstrukci mnozˇin X1, X2, X3
a prˇ´ıslusˇny´ch transformac´ı. Prˇipomenˇme, zˇe pro u´cˇely vizualizace budeme vyuzˇ´ıvat pojmu
semi-elipticke´ krˇivky, ktera´ jako mnozˇina neobsahuje bod ∞ a nav´ıc neklademe zˇa´dne´
na´roky na diskriminant ∆.
Mnozˇina X1 je definova´na na´sledovneˇ
X1 = E1(R, a, b) =
{
(x, y) ∈ R2; y2 = x3 + ax+ b}
a po proveden´ı transformace h : R2 → (−pi, pi)2 dosta´va´me X2
X2 =
{
(r, s) ∈ (−pi, pi)2; tg 2 s
2
= tg 3
r
2
+ a tg
r
2
+ b
}
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Oznacˇme X2r = {r ∈ (−pi, pi); (r, s) ∈ X2} mnozˇinu parametr˚u r z X2.
Vyja´drˇ´ıme s(r) z definicˇn´ıho vztahu mnozˇiny X2 a dosta´va´me
|s(r)| = 2 arctg
√
tg 3
r
2
+ a tg
r
2
+ b, r ∈ X2r (7.16)
a z´ıska´me vy´slednou mnozˇinu X3
X3 =
(x, y, z) ∈ R3;
x = (c+ d cos s(r)) cos r
y = (c+ d cos s(r)) sin r
z = d sin s(r)
, r ∈ X2r
 (7.17)
Provedeme konkre´tn´ı zna´zorneˇn´ı u trˇ´ı vybrany´ch semi-elipticky´ch krˇivek nad polem
rea´lny´ch cˇ´ısel. Zacˇneˇme volbou X1A = E1(R,−3, 4). Mnozˇiny X1A a X2A X3A jsou zobra-
zeny na na´sleduj´ıc´ıch obra´zc´ıch.
Obra´zek 29: X1A Obra´zek 30: X2A
Obra´zek 31: X3A Obra´zek 32: X3A
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V dalˇs´ım prˇ´ıkladu vol´ıme X1B = E1(R,−3, 1).
Obra´zek 33: X1B Obra´zek 34: X2B Obra´zek 35: X3B
Zvolme nyn´ı semi-eliptickou krˇivku s ∆ = 0, naprˇ. X1C = E1(R,−3, 2).
Obra´zek 36: X1C Obra´zek 37: X2C Obra´zek 38: X3C
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7.3 Prˇenesen´ı semi-elipticky´ch krˇivek nad poli Fp
Semi-eliptickou krˇivku definovanou nad konecˇny´m polem mu˚zˇeme cha´pat jako mnozˇinu
diskre´tn´ıch bod˚u v rea´lne´ rovineˇ. Nav´ıc pro prˇ´ıpad prvocˇ´ıselny´ch pol´ı Fp tyto body lezˇ´ı
vzˇdy v oblasti otevrˇene´ho cˇtverce I2p =
{
x ∈ R2; −p
2
< xi <
p
2
}
. Tento otevrˇeny´ cˇtverec
nyn´ı stacˇ´ı zobrazit stejnolehlost´ı na otevrˇeny´ cˇtverec (−pi, pi)2.
Stejnolehlost g : I2p 3 (x, y) 7→ (r, s) ∈ (−pi, pi)2 je da´na
r =
2pix
p
(7.18)
s =
2piy
p
(7.19)
Inverzn´ı zobrazen´ı g−1 je da´no
x =
rp
2pi
(7.20)
y =
sp
2pi
, (7.21)
kde x, y ∈ Ip a r, s ∈ (−pi, pi).
Analogicky jako v prˇ´ıpadeˇ semi-elipticky´ch krˇivek nad rea´lny´mi cˇ´ısly sestrojme zob-
razen´ı h = g|X1 , kde X1 je podmnozˇinou I2p. Za X1 mu˚zˇeme zvolit prˇ´ımo semi-eliptickou
krˇivku E(Fp, a, b), tj.
X1 = E(Fp, a, b) =
{
(x, y) ∈ I2p ; (x, y) ∈ E(Fp, a, b)
}
(7.22)
a po aplikaci zobrazen´ı h : X1 → (−pi, pi)2 obdrzˇ´ıme mnozˇinu, kterou v souladu s
prˇedchoz´ım textem oznacˇ´ıme X2 = h(X1). V nasˇem konkre´tn´ı prˇ´ıpadeˇ dosta´va´me
X2 =
{
(r, s) ∈ (−pi, pi)2; (r, s) = h ((x, y)) , (x, y) ∈ E(Fp, a, b)
}
Kazˇdy´ bod mnozˇiny X2 nyn´ı mu˚zˇe by´t cha´pa´n jako dvojice parametr˚u r, s, ktere´ do-
sazujeme do parametricky´ch rovnic toru. Mnozˇina bod˚u na toru X3 je da´na v nasˇem
konkre´tn´ım prˇ´ıpadeˇ na´sledovneˇ
X3 =
(x, y, z) ∈ R3;
x = (c+ d cos s(r)) cos r
y = (c+ d cos s(r)) sin r
z = d sin s(r)
, (r, s) ∈ X2
 (7.23)
Torus si lze nada´le prˇestavovat jako souvislou mnozˇinu, avsˇak prˇi pra´ci s diskre´tn´ımi
mnozˇinami by bylo vhodne´ tuto plochu popsat take´ mnozˇinou diskre´tn´ıch bod˚u. Vy-
uzˇijeme prˇitom prvocˇ´ıselna´ pole Fp. Diskre´tn´ım torem definovany´m nad prvocˇ´ıselny´m po-
lem Fp rozumı´me takovou mnozˇinu X3 podle (7.23), ktera´ vznikne, pokud za X1 podle
(7.22) vol´ıme mnozˇinu Fp × Fp. Disktre´tn´ı torus oznacˇ´ıme DT p.
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Prˇi notaci prvk˚u −p−1
2
, . . . , p−1
2
z Fp zrˇejmeˇ plat´ı F2p ⊂ I2p a mu˚zˇeme prove´st stej-
nolehlost na otevrˇeny´ cˇtverec (−pi, pi)2, ktery´ urcˇuje dvojice parametr˚u (r, s), jenzˇ tvorˇ´ı
sourˇadnicovy´ syste´m na toru. Zde si vsˇimneˇme, zˇe prˇi zobrazen´ı diskre´tn´ı mnozˇiny F2p
docha´z´ı k rozdeˇlen´ı interval˚u r ∈ (−pi, pi) a s ∈ (−pi, pi), vybra´n´ı pra´veˇ p bod˚u z obou
interval˚u. Diskre´tn´ı torus DT p je tedy mnozˇinou takto vybrany´ch bod˚u a mu˚zˇeme si
prˇedstavovat p u´heln´ık, kde nad kazˇdy´m jeho vrcholem vytvorˇ´ıme dalˇs´ı p u´heln´ık kolmo
na rovinu p˚uvodn´ıho a natocˇen smeˇrem k pocˇa´tku syste´mu sourˇadnic.
Prˇ´ıklad 7.3. Proved’me konstrukci mnozˇin X1, X2, X3 pro semi-elipticke´ krˇivky
E(F5, 3, 1), E(F7, 3, 1) a E(F31, 24, 21).
Obra´zek 39: X1 = E(F5, 3, 1) Obra´zek 40: X2 = h(X1) Obra´zek 41: X3
Obra´zek 42: X1 = E(F7, 3, 1) Obra´zek 43: X2 = h(X1) Obra´zek 44: X3
Obra´zek 45:
X1 = E(F31, 24, 21) Obra´zek 46: X2 = h(X1) Obra´zek 47: X3
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7.4 Vizualizace grupove´ operace na toru
Jizˇ ma´me prostrˇedky, d´ıky nimzˇ jsme schopni vizualizovat prˇ´ımky, stejneˇ take´ semi-
elipticke´ krˇivky a grupovou operaci na teˇchto krˇivka´ch na toru. Nezby´va´, nezˇ uve´st
vy´sledky v podobeˇ vy´stupu z programu TrElC. Prˇipomenˇme, zˇe grupova´ operace je defi-
nova´na jen na semi-elipticky´ch krˇivka´ch, ktere´ jsou elipticky´mi a je prˇida´n bod ∞.
Uvazˇujme opeˇt eliptickou krˇivku E(R,−3, 4) a proved’me soucˇet bod˚u R = P ⊕Q, kde
P = (−1.2, 2.423) a Q = (3,−4.690). Y-slozˇky bod˚u P a Q jsou zaokrouhleny. Situace je
zna´zorneˇna na obra´zku 48. Na vedlejˇs´ım obra´zku je da´le zobrazena situace na toru, kde
transformovane´ body P , Q a R jsou oznacˇeny postupneˇ P , Q a R.
Obra´zek 48: R = P ⊕Q Obra´zek 49: R = P ⊕Q
Na te´zˇe elipticke´ krˇivce provedeme zdvojen´ı bodu P = (−1.2, 2.423).
Obra´zek 50: R = P ⊕ P Obra´zek 51: R = P ⊕ P
Uvazˇujme da´le eliptickou krˇivku E(R,−3, 1). Jej´ı transformace jsou uvedeny na obra´z-
c´ıch 33, 34, 35. Zna´zorn´ıme soucˇet dvou r˚uzny´ch bod˚u krˇivky, avsˇak ve veˇtsˇ´ım detailu bez
zobrazen´ı kompletn´ıho povrchu toru.
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Obra´zek 52: Soucˇet bod˚u Obra´zek 53: Zdvojen´ı bodu
7.5 Geodeticke´ krˇivky
Veˇta 7.1. Necht’ γ = γ(t) = (r(t), s(t)) je krˇivka na plosˇe f(r, s) zadana´ parametricky
(Krˇivkou zde rozumı´me zobrazen´ı γ : R 3 t 7→ (r, s) ∈ M ⊂ R2 a plochou zobrazen´ı
f : R2 ⊃M 3 (r, s) 7→ (x, y, z) ∈ R3). Potom de´lka L(γ) krˇivky mezi body o parametrech
t1, t2 je da´na
L(γ) =
∫ t2
t1
√
Er′2(t) + 2Fr′(t)s′(t) +Gs′2(t) dt,
kde E,F,G jsou koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy definovane´
E = f ′r · f ′r
F = f ′r · f ′s
G = f ′s · f ′s
Vı´ce o za´kladn´ıch forma´ch a dalˇs´ı vlastnosti krˇivek na plocha´ch viz [10].
Prˇ´ıklad 7.4. Pro torus definovany´ v prˇedchoz´ı kapitole jako plocha zadana´ parametricky
f(r, s) = ((c+ d cos s) cos r, (c+ d cos s) sin r, d sin s)
spocˇteˇme parcia´ln´ı derivace
f ′r = (− (c+ d cos s) sin r, (c+ d cos s) cos r, 0)
f ′s = (−d sin s cos r,−d sin s sin r, d cos s)
a na´sledneˇ koeficienty prvn´ı za´kladn´ı formy E = (c+ d cos s)2, F = 0, G = d2.
Definice 7.1. Uvazˇujme plochu f(r, s), libovolne´ dva body P = f(r1, s1), Q = f(r2, s2)
a mnozˇinu K vsˇech krˇivek γ trˇ´ıdy C1 na plosˇe f(r, s) s krajn´ımi body P a Q. Geodetickou
krˇivkou na plosˇe f(r, s) pak nazy´va´me takovou krˇivku γ ∈ K, jej´ızˇ de´lka L(γ) je minima´ln´ı.
Definici geodeticke´ krˇivky na plosˇe f(r, s) uva´d´ıme v souvislosti s mysˇlenkou, zda
prˇ´ımky v rea´lne´ rovineˇ prˇenesene´ na torus podle (7.15) jsou geodeticke´ krˇivky. Tato ota´zka
z˚usta´va´ otevrˇena´.
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8 Za´veˇr
V bakala´rˇske´ pra´ci jsme prostudovali elipticke´ krˇivky nad polem rea´lny´ch cˇ´ısel a d˚usledneˇ
provedli analy´zu i nad poli prvocˇ´ısleny´mi. Pro vizualizaci i prˇesneˇjˇs´ı vyja´drˇen´ı jsme v ka-
pitole 4 zavedli pojem obecneˇjˇs´ı semi-elipticke´ krˇivky a pomoc´ı experimenta´ln´ıch vy´sledk˚u
se podarˇilo zformulovat veˇty (4.1),(4.2) a jejich d˚ukazy. Pomoc´ı Mestreho teore´mu (4.3)
jsme proka´zali platnost hypote´zy (4.1) pro elipticke´ krˇivky, nikoliv vsˇak obecneˇ pro semi-
elipticke´ krˇivky. Hypote´za tak z˚usta´va´ otevrˇena´.
Kapitolu 5 jsme veˇnovali odvozen´ı hladke´ variety a analy´ze zobrazen´ı mezi topolo-
gicky´mi prostory. Prozkoumali jsme vlastnosti toru T z hlediska topologie, geometrie
a uvedli jsme dalˇs´ı alternativn´ı definice toru jako faktorove´ho prostoru R2/Γ v kapi-
tole 6 a jako plochy popsane´ pomoc´ı parametricky´ch rovnic v kapitole 7. Z´ıskali jsme
tak prostrˇedky k odvozen´ı vhodny´ch zobrazen´ı mezi rea´lnou rovinou a torem pro prˇ´ıpad
prˇenesen´ı semi-elipticky´ch krˇivek nad R i nad Fp.
Odvozena´ zobrazen´ı jsme u´speˇsˇneˇ implementovali v programech TrElC a ElCOFF, je-
jichzˇ dokumentace je k nahle´dnut´ı v prˇ´ıloze C.
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9 Prˇ´ıloha A
Teore´m 9.1. (Hasse) Necht’ E∞ je elipticka´ krˇivka definovana´ nad Fp. Potom
p+ 1− 2√p ≤ #E∞(Fp) ≤ p+ 1 + 2√p.
Interval (p+ 1− 2√p, p+ 1 + 2√p) se nazy´va´ Hasseho interval.
Du˚kaz Teore´mu 9.1. Uvazˇujme E∞ eliptickou krˇivku definovanou nad Fp danou ve
tvaru8 E∞ : Y 2 = X3 + aX + b pro neˇjaka´ a, b ∈ Fp. V na´sleduj´ıc´ım textu budeme pro
zjednodusˇen´ı psa´t jizˇ jen E mı´sto E∞. Jestlizˇe p = 2 nebo p = 3, potom je Hasseho teore´m
splneˇn ihned, protozˇe mnozˇina E(Fp, a, b) ma´ nejme´neˇ 1 prvek (neutra´ln´ı prvek∞) a nema´
v´ıce nezˇ 2p prvk˚u. Tedy cˇ´ıslo #E(Fp) pro p = 2 nebo p = 3 jisteˇ patrˇ´ı do Hasseho intervalu
(p+ 1− 2√p, p+ 1 + 2√p).
Abychom z´ıskali odhad o pocˇtu prvk˚u mnozˇiny E(Fp, a, b) v prˇ´ıpadeˇ, kdy p > 3,
mus´ıme se zameˇrˇit na eliptickou krˇivku E ′/Fp(x), kde Fp(x) je pole raciona´ln´ıch funkc´ı
s koeficienty v Fp. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ x reprezentuje transcendentn´ı promeˇnnou, zat´ımco X
je promeˇnna´ v poli Fp(x). Rovnice definuj´ıc´ı eliptickou krˇivku E ′/Fp(x) nad polem Fp(x)
je na´sleduj´ıc´ı
Y 2 =
X3 + aX + b
x3 + ax+ b
. (9.24)
Prozkouma´me nyn´ı mnozˇinu bod˚u elipticke´ krˇivky E ′(Fp(x)). Tedy mnozˇinu dvojic
(X, Y ) ∈ F2p(x), ktere´ jsou rˇesˇen´ım (9.24).
Mnozˇina E ′(Fp(x)) s neutra´ln´ım prvkem ∞ tvorˇ´ı grupu. Jisteˇ plat´ı, zˇe bod
(X, Y ) = (x, 1) patrˇ´ı do E ′(Fp(x)),
12 =
x3 + ax+ b
x3 + ax+ b
Stejneˇ take´ bod (X, Y ) = (xp, (x3 + ax+ b)
p−1
2 ) ∈ E ′(Fp(x)),
Y 2(x3 + ax+ b) = (x3 + ax+ b)p−1(x3 + ax+ b) = (x3 + ax+ b)p = (X3 + aX + b).
Mu˚zˇeme nyn´ı pro kazˇde´ n ∈ Z definovat prvek grupy E ′(Fp(x)) na´sledovneˇ
Zn = (xp, (x3 + ax+ b)
p−1
2 )⊕ n(x, 1).
Kazˇdy´ prvek Zn kromeˇ neutra´ln´ıho Zn =∞ je tedy tvaru Zn = (Xn, Yn), kde
Xn, Yn ∈ Fp(x). Necht’ Xn = PnQn , pro Pn, Qn ∈ Fp[x] nesoudeˇlne´.
8V d˚ukazu zachova´me p˚uvodn´ı znacˇen´ı z literatury [8].
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Pro kazˇdy´ prvek Zn definujme hodnotu dn takto
dn =
{
0 , Zn =∞
deg(Pn) , Zn = (Xn, Yn);
Uvedeme nyn´ı dveˇ lemma, s jejichzˇ pomoc´ı doka´zˇeme Hasseho teore´m. Prvn´ı uda´va´ vztah
hodnot d−1 a #E(Fp). Druhe´ lemma umozˇnˇuje spocˇ´ıst obecneˇ dn, cozˇ na´m poskytne hranice
pro #E(Fp).
Lemma 1. d−1 − d0 − 1 = #E(Fp)− p− 1.
Lemma 2. Necht’ t = d−1 − p− 1. Potom
dn = n
2 − tn+ d0,∀n ∈ Z.
Jisteˇ d0 = p, potom
dn = n
2 − (#E(Fp)− p− 1)n+ p.
K d˚ukazu Hasseho teore´mu nyn´ı stacˇ´ı uka´zat, zˇe n2 − tn + p ≥ 0,∀n ∈ R. Tj. pro
diskriminant te´to kvadraticke´ rovnice mus´ı platit t2 − 4p ≤ 0, ekvivalentn´ım vyja´drˇen´ım
je (#E(Fp)− p− 1)2 ≤ 4p, a proto
|p+ 1− #E(Fp)| ≤ 2√p.
Abychom doka´zali t2− 4p ≤ 0, uvazˇujme, zˇe funkce d(n) = n2− tn+ p < 0 pro neˇjake´
n ∈ R. Plat´ı vsˇak d(n) > 0, ∀n ∈ Z, protozˇe d(n) = dn ≥ 0. Tedy pro dva rea´lne´ korˇeny
funkce d(n), rˇekneˇme α, β, mus´ı platit nerovnost 0 < |α − β| < 1. Obecneˇ u normovane´
kvadraticke´ rovnice se ale kvadra´t rozd´ılu dvou rea´lny´ch rorˇen˚u rovna´ kvadra´tu diskrimi-
nantu. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ tedy plat´ı (α− β)2 = t2 − 4p, cozˇ je cele´ cˇ´ıslo. Dosta´va´me spor,
protozˇe 0 < (α− β)2 < 1.
Vztah t2−4p ≤ 0 plat´ı a Hasseho teore´m je t´ımto doka´za´n za prˇedpokladu pravdivosti
lemmat 1 a 2. Podrobny´ postup d˚ukazu je uveden v [8].
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10 Prˇ´ıloha B
Uva´d´ıme tabulku kvadraticky´ch rezidu´ı pro 3 ≤ p ≤ 61. Pro vyhleda´n´ı kvadraticky´ch
rezidu´ı pro veˇtsˇ´ı prvocˇ´ısla je uzˇitecˇna´ stra´nka [16].
p pocˇet kv. rezidu´ı kv. rezidua kv. nerezidua
3 1 1 2
5 2 1,4 2,3
7 3 1,2,4 3,5,6
11 5 1,3,4,5,9 2,6,7,8,10
13 6 1,3,4,9,10,12 2,5,6,7,8,11
17 8 1,2,4,8,9,13,15,16 3,5,6,7,10,11,12,14
19 9 1,4,5,6,7,9,11,16,17 2,3,8,10,12,13,14,15,18
23 11
1,2,3,4,6,8,9, 5,7,10,11,14,15,17,
12,13,16,18 19,20,21,22
29 14
1,4,5,6,7,9,13, 2,3,8,10,11,12,14,
16,20,22,23,24,25,28 15,17,18,19,21,26,27
31 15
1,2,4,5,7,8,9,10,14, 3,6,11,12,13,15,17,21,
16,18,19,20,25,28 22,23,24,26,27,29,30
1,3,4,7,9,10,11, 2,5,6,8,13,14,15,
37 18 12,16,21,25,26,27,28, 17,18,19,20,22,23,24,
30,33,34,36 29,31,32,35
1,2,4,5,8,9,10,16 3,6,7,11,12,13,14,15
41 20 18,20,21,23,25,31,32,33, 17,19,22,24,26,27,28,29,
36,37,39,40 30,34,35,38
1,4,6,9,10,11,13,14, 2,3,5,7,8,12,18,19,
43 21 15,16,17,21,23,24,25,31, 20,22,26,27,28,29,30,32,
35,36,38,40,41 33,34,37,39,42
1,2,3,4,6,7,8,9, 5,10,11,13,15,19,20,22,
47 23 12,14,16,17,18,21,24,25, 23,26,29,30,31,33,35,38,
27,28,32,34,36,37,42 39,40,41,43,44,45,46
1,4,6,7,9,10,11,13,15, 2,3,5,8,12,14,18,19,20,
53 26 16,17,24,25,28,29,36,37,38 21,22,23,26,27,30,31,32,33,
40,42,43,44,46,47,49,52 34,35,39,41,45,48,50,51
1,3,4,5,7,9,12,15,16,17, 2,6,8,10,11,13,14,18,23,24,
59 29 19,20,21,22,25,26,27,28,29,35, 30,31,32,33,34,37,38,39,40,42,
36,41,45,46,48,49,51,53,57 43,44,47,50,52,54,55,56,58
1,3,4,5,9,12,13,14,15,16, 2,6,7,8,10,11,17,18,21,23,
61 30 19,20,22,25,27,34,36,39,41,42, 24,26,28,29,30,31,32,33,35,37,
45,46,47,48,49,52,56,57,58,60 38,40,43,44,50,51,53,54,55,59
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11 Prˇ´ıloha C - Dokumentace k programu˚m
Ke studiu semi-elipticky´ch krˇivek, jejich transformac´ı a vlastnost´ı postupneˇ vznikaly pro-
gramy TrElC a ElCOFF. Oba programy jsou napsa´ny v prostrˇed´ı C#.
11.1 Program TrElC
Program TrElC (Transfer elliptic curves) je zameˇrˇen na zpracova´n´ı a na´slednou vizualizaci
toru, prˇ´ımek a semi-elipticky´ch krˇivek nad polem rea´lny´ch cˇ´ısel R.
11.1.1 Formula´rˇ ControlPanel
Vstupn´ım bodem programu TrElC je pra´veˇ formula´rˇ ControlPanel, ktery´ zajiˇst’uje kon-
trolu a zpracova´n´ı vstupn´ıch dat.
Vstupn´ı data se skla´daj´ı
• z parametr˚u a, b semi-elipticke´ krˇivky E(R, a, b), na ktera´ nejsou kladena zˇa´dna´
omezen´ı.
• z X-sourˇadnic bod˚u P,Q na semi-elipticke´ krˇivce, viz pozna´mka (11.1).
• z parametr˚u toru c, d, pro ktere´ mus´ı platit relace c > d.
Funkce tlacˇ´ıtek
• (Draw Curve): Po stisknut´ı se zpracuj´ı informace o parametrech a, b a zobraz´ı se
novy´ formula´rˇ ElCEngine, kde se vykresl´ı semi-elipticka´ krˇivka E(R, a, b). Da´le se
ulozˇ´ı parametry c, d pro dalˇs´ı vyuzˇit´ı.
• (Draw Points): Tlacˇ´ıtko se stane aktivn´ı azˇ po stiknut´ı (Draw Curve) a za´rovenˇ mus´ı
by´t splneˇna podmı´nka nenulovosti diskriminantu ∆ semi-elipticke´ krˇivky E(R, a, b).
Po stisku (Draw Points) se zpracuj´ı X-sourˇadnice bod˚u P,Q a pokud se nejedna´
o specia´ln´ı situace (viz pozna´mka (11.1)), spocˇte se pomoc´ı vztah˚u (4.6) nebo (4.7)
vy´sledny´ bod R = P ⊕Q. Probeˇhne zakreslen´ı bod˚u P,Q,R do formula´rˇe ElCEn-
gine a geometricka´ konstrukce bodu R.
Pozna´mka 11.1. (Body P,Q) Y -sourˇadnice se dopocˇ´ıta´vaj´ı bud’ jako kladne´, cˇi za´porne´
podle volby prˇ´ıslusˇne´ho zasˇkrta´vac´ıho pole. Z takto zada´vany´ch X-sourˇadnic bod˚u P,Q
plynou jista´ omezen´ı. X-sourˇadnice bod˚u P,Q je mozˇne´ zadat jen z definicˇn´ıho oboru
funkce f(x) = ±√x3 + ax+ b, jinak se zobraz´ı chybova´ hla´sˇka.
Pokud zvol´ıme stejne´ X-sourˇadnice u bod˚u P i Q a za´rovenˇ zatrhneme r˚uzneˇ prˇ´ıslusˇna´
zasˇkrta´vac´ı pole, z´ıska´va´me tak vy´sledny´ bod ∞ a vykresl´ı se rovnobeˇzˇka s osou y.
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11.1.2 Formula´rˇ ElCEngine a TorusEngine
Jakmile dojde k aktivaci formula´rˇe ElCEngine, dvojite´ poklepa´n´ı na tento formula´rˇ vy-
vola´ spusˇteˇn´ı dalˇs´ıho fomula´rˇe TorusEngine, ktery´ vyuzˇ´ıva´ prˇedchoz´ı data k vykreslen´ı9
dra´teˇne´ho modelu toru a zobrazen´ı transformovane´ semi-elipticke´ krˇivky. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe je
jizˇ vykreslena grupova´ operace bod˚u P,Q na semi-elipticke´ krˇivce, zobraz´ı se transformo-
vana´ prˇ´ımka i body P ,Q,R na toru.
Obra´zek 54: ControlPanel Obra´zek 55: ElCEngine Obra´zek 56: TorusEngine
Prˇikla´da´me uka´zku zdrojove´ho ko´du programu TrElC.
Obra´zek 57: Vykreslen´ı semi-elipticke´
krˇivky
Obra´zek 58: Vy´beˇr neˇkolika metod, rozvi-
nuta´ metoda transformace bodu na torus
11.2 Program ElCOFF
Program ElCOFF (Elliptic curves over finite fields) se zaby´va´ opeˇt zpracova´n´ım a vizua-
lizac´ı semi-elipticky´ch krˇivek, avsˇak nad prvocˇ´ıselny´mi poli Fp. Dalˇs´ı funkc´ı programu je
zobrazen´ı prˇenosu krˇivek na diskre´tn´ı torus DT p a analy´za mnozˇiny vsˇech semi-elipticky´ch
krˇivek M(Fp).
11.2.1 Formula´rˇ FiniteForm
Vstupn´ım bodem programu ElCOFF je pra´veˇ formula´rˇ FiniteForm, ktery´ se stara´ o zpra-
cova´n´ı a kontrolu dat zadany´ch uzˇivatelem.
9Inspirace vytvorˇen´ı vykreslovac´ı smycˇky z [15].
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Vstupn´ı data se skla´daj´ı
• z prvocˇ´ısla p.
• z parametr˚u a, b semi-elipticke´ krˇivky E(Fp, a, b); a, b ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.
• ze sourˇadnic bod˚u P = (x1, y1) a Q = (x2, y2), kde P,Q ∈ E(Fp, a, b).
• z parametr˚u diskre´tn´ıho toru c, d, pro ktere´ mus´ı platit relace c > d.
• z parametru IndexEn urcˇuj´ıc´ı velikost vykreslovane´ plochy. Pro vykreslen´ı vsˇech
bod˚u dane´ semi-elipticke´ krˇivky definovane´ nad Fp je trˇeba nastavit IndexEn mi-
nima´lneˇ na hodnotu p+ 1.
Funkce tlacˇ´ıtek
• (Draw Curve): Po stisku tlacˇ´ıtka si program ulozˇ´ı zada´vana´ vstupn´ı data a vykresl´ı
semi-eliptickou krˇivku E(Fp, a, b). Da´le vyp´ıˇse vsˇechny body mnozˇiny E(Fp, a, b),
spocˇte diskriminant ∆ a card(E(Fp, a, b)). Provede se take´ aktivace dalˇs´ıch funkc´ı
programu.
• (Addition): Program provede soucˇet bod˚u R = P ⊕ Q na semi-elipticke´ krˇivce
E(Fp, a, b) a graficke´ zna´zorneˇn´ı za prˇedpokladu ∆ 6= 0.
• (Clear): Provede vycˇiˇsteˇn´ı vykreslovac´ı plochy a vymaza´n´ı vnitrˇn´ıch promeˇnny´ch.
• (Record): Stiskem se aktivuje formula´rˇ RecordForm, jezˇ si do priva´tn´ıch pro-
meˇnny´ch nageneruje vsˇechny prvky mnozˇinyM(Fp) z aktua´lneˇ zadane´ho prvocˇ´ısel-
ne´ho pole Fp. Uzˇivatel mu˚zˇe tato data nada´le zpracova´vat.
• (VizForm): Stiskem se aktivuje formula´rˇ pro manua´ln´ı zada´va´n´ı bod˚u, ktere´ se
posle´ze vykresl´ı na diskre´tn´ı torus.
Po stisku tlacˇ´ıtka (Draw Curve) i (Addition) se stane aktivn´ı uda´lost dvojite´ kliknut´ı na
vykreslovac´ı plochu, ktera´ zobraz´ı novy´ formula´rˇ ViewForm, na neˇmzˇ se vykresl´ı model
diskre´tn´ıho toru DT p a transformovana´ mnozˇina E(Fp, a, b). V prˇ´ıpadeˇ, zˇe ve formula´rˇi
FiniteForm byl proveden soucˇet bod˚u P a Q, vykresl´ı se take´ transformace teˇchto bod˚u.
11.2.2 Formula´rˇ RecordForm
Formula´rˇ RecordForm zpracova´va´ data odevzdana´ formula´rˇem FiniteForm a zameˇrˇuje
se na analy´zu konkre´tn´ı mnozˇiny vsˇech semi-elipticky´ch krˇivek M(Fp).
Funkce tlacˇ´ıtek
• (Color Curve): Funguje stejneˇ jako tlacˇ´ıtko (Draw Curve) s rozd´ılem, zˇe uzˇivatel
ma´ mozˇnost meˇnit barvu krˇivky a jizˇ vykreslene´ semi-elipticke´ krˇivky po stisknut´ı
z˚ustavaj´ı sta´le vykreslova´ny. Mu˚zˇeme tak na´zorneˇ graficky interpretovat veˇtu (4.1).
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• (ToData.txt): Stiskem tlacˇ´ıtka se do korˇenove´ho adresa´rˇe vygeneruje soubor
data.txt, jehozˇ hlavicˇka obsahuje uda´je o prvocˇ´ıselne´m poli Fp, prˇ´ıslusˇna´ kvadraticka´
rezidua a Hasseho interval. Teˇlo textove´ho dokumentu je tvorˇeno vy´cˇtem informac´ı
o vsˇech semi-elipticky´ch krˇivka´ch nad Fp, pro konkre´tnost u´daji o koeficientech
(a, b), diskriminantu ∆, j-invariantu j(E(Fp, a, b)), pocˇtu bod˚u semi-elipticke´ krˇivky
card(E(Fp, a, b)) a take´ vy´pisem vsˇech bod˚u mnozˇiny E(Fp, a, b).
• (ToCounts.txt): Stiskem tlacˇ´ıtka se do korˇenove´ho adresa´rˇe vygeneruje soubor
counts.txt, jehozˇ hlavicˇka se opeˇt skla´da´ z u´daj˚u o prvocˇ´ıselne´m poli Fp a Hasseho
intervalu. Da´le se vyp´ıˇse pocˇet semi-elipticky´ch krˇivek nad Fp, ktere´ maj´ı nulovy´ dis-
kriminant, viz veˇta (4.2). Teˇlo dokumentu obsahuje u´daje o pocˇtu semi-elipticky´ch
krˇivek v za´vislosti na mozˇny´ch pocˇtech bod˚u teˇchto krˇivek, viz obra´zek (13) a hy-
pote´za (4.1).
V podkapitole (4.4) jsme se zaby´vali pra´veˇ daty porˇ´ızeny´mi z programu ElCOFF. Ta-
bulky uvedene´ v podkapitole (4.4) zna´zornˇuj´ı strukturu soubor˚u data.txt a counts.txt pro
volbu prvocˇ´ıselne´ho pole F5. Avsˇak, pokracˇujeme-li s generova´n´ım teˇchto soubor˚u pro
veˇtsˇ´ı prvocˇ´ısla, nar˚usta´ vy´pocˇetn´ı doba a na´roky na pameˇt’ velice rychle. Experimenta´lneˇ
pro pole F131, soubor data.txt je vy´pocˇetn´ı doba 3 min, 40 s a velikost 18212 kB. Efektivn´ı
vyuzˇit´ı programu ElCOFF tedy lezˇ´ı v analy´ze mnozˇin M(Fp) pro mala´ p.
Na na´sleduj´ıc´ıch obra´zc´ıch uva´d´ıme uka´zku formula´rˇ˚u a soubor˚u data.txt a counts.txt
pro prvocˇ´ıselne´ pole F11.
Obra´zek 59: FiniteForm Obra´zek 60: ViewForm Obra´zek 61: RecordForm
Obra´zek 62: data.txt Obra´zek 63: counts.txt
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